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DAS UMGEKEHRTE PROBLEM

DER

BRENNLINIEN.

VoN
Dn G. W. STRAUCH.

VORGELEGT IN DER SITZUNG DER MATHEM. - NATURW. CLASSE AM 17. NOVEMBER 1859.

Einleitung.
g 1.

Wenu von einer ebenen Curve Lichtstrahlen znriickgeworfen oder gebrochen werden, und
diese sich hieranf in einer stetigen Folge von Punkten schneiden; so wird dadurch eine neue
Curve erzeugt, welche man Brennlinie (Zinea caustica) nennt, und zwar Brennlinie durch
Zuriickwerfung (linea catacaustica) oder Brennlinie durch Brechung (Zinea diacaustica). Die
urspriinglichen Lichtstrahlen kinnen entweder alle mit einander parallel sein, oder alle von
einem leuchtenden Punkte herkommen; und eine Brennlinie kann entweder aus einer Curve
bestelien, oder sich in einen einzigen Punkt zusammenziehen.

Der erste Punkt einer Brennlinie liegt da, wo der erste und zweite der (zuriick-
geworfenen oder gebrochenen) Lichtstrahlen sich schneiden. Der zweite Punkt einer Brenn-
linie liegt sodann da, wo der zweite und dritte der (zuriickgeworfenen oder gebrochenen)
Lichtstrahlen sich schneiden. Und so fort.

Hierdurch ist veranschaulicht, dass die Brennlinien von simmtlichen (zuriickgeworfenen
oder gebrochenen) Lichtstrahlen beriihrt werden; und weil die Lichtstrahlen nur grade Linien
sind, so ist diese Beriihrung auch nur cine der ersten Ordnung, d. h. die Brennlinien konnen
als die einhiillenden Grinz-Curven simmtlicher (zuriickgeworfener oder gebrochener)
Lichtstrahlen definirt werden. So oft aber dic eingehiillten Curven nur grade Linien sind,
konnen die einhiillenden Grinz-Curven nicht auch grade Linien sein, d. h. alle Brenn-
linien, welche sich nicht in einen ecinzigen Punkt zusammenzichen, kénnen nur krumme
Linien scin. (Man vergleiche den Nachtrag §. 25 —27.)

Dic Brennlinien machen also keine eigene Gattung von Curven aus; und es kann jede
beliebige Curve als Brennlinie gelten, so dass man das Problem auch umkehren, und diejenige
zuriickwerfende oder brechende Curve aufsuchen kann, zu welcher irgend eine vorgeschriebene
Curve sich als Katakaustika oder Diakaustika verhilt.
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8 2.

Eine Katakaustika ist, wie gesagt, diejenige Brennlinie, welche entsteht, wenn die von
einer Curve (Reflexions-Curve genannt) zuriickgeworfenen Lichtstrahlen sich in stetig auf-
einander folgenden Punkten schneiden. Wenn man nun in den Punkt der Reflexions-Curve, wo
ein Lichtstrahl eintrifft und zuriickgeworfen wird, die Normale zieht, so heisst der vom ein-
treffenden Lichtstrahle und von der Normale geblldete Winkel der Einfallswinkel,
dagegen wird der vom zuriickgeworfenen Lichtstrahle und von der Normale gebildete Winkel
der Ausfallswinkel genannt. Bei jeder Lichtreflexion besteht aber das Gesetz, dass der
Ausfallswinkel gleichist dem Einfallswinkel; und mit Hiilfe dieses Gesetzes kann
man zu jeder vorgeschriebenen Reflexions-Curve die zugehorige Katakaustika aufsuchen.

Sind ndmlich die urspriinglichen Lichtstrahlen alle mit einander parallel; so richte man
das Coordinatensystem der vorgeschriebenen Reflexions-Curve so ein, dass ihre Abscissenaxe
mit den Lichtstrahlen ebenfalls parallel ist. Kommen aber die urspriinglichen Lichtstrahlen
alle von einem leuchtenden Punkte her; so richtc man das Coordinatensystem der vor-
geschriebenen Reflexions-Curve so ein, dass ihre Abscissenaxe durch den leuchtenden Punkt
geht. Bei solcher Einrichtung sei

1) F(z,y)=0
die auf ein rechtwinkeliges Coordinatensystem bezogene Gleichung der vorgeschriebenen

Reflexions-Curve; und wenn man mit ¢ und ty die auf dasselbe System bezogenen Coordinaten
der gesuchten Katakaustika bezeichnet, so gelangt man bekanntlich zu folgenden Gleichungen:

2) ==+ (u—p). o~
und
3) Y=y + u.(u—p). i—;‘;
Hier ist p das gebriiuchliche Abkiirzungszeichen statt %, und « bedeutet die gonio-
metrische Tangente des vom zuriickgeworfenen Lichtstrahle und von der Abscissenaxe gebil-

deten Winkels. Wenn nun die urspriinglichen Lichtstrahlen mit einander parallel sind, so ist

4) N = _2p

1—p*
wenn die urspriinglichen Lichtstrahlen aber von einem leuchtenden Punkte herkommen, so ist

) _ 2(x—gp— y-(01—p?
U = = == 5
2.9.p + (x—g)-(1—p%)

o

wo ¢ die feste Abscisse des lenchtenden Punktes bedeutet.

Wenn man jetzt die der vorgeschriebenen Reflexions-Curve zugehdrige Gleichung
F(z, y) = 0 zweimal differentiirt, und sodann die zwei sich ergebenden Differentialgleichun-
gen nit 1), 2), 3) verbindet; so hat man fiinf Gleichungen, aus welchen man die vier Bestand-

. 1 . . .
theile z, v, (dy, — climiniren muss. Dadurch ergibt sich eine zwischen r und y bestehende
neue Gleichung

6) 3 (r,p) =0

wodureh die gesuchte Katakaustika bestimmt ist; und man erkennt, dass zur Bestimmung
einer Katakaustika keine Integration nithig ist.
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8. 3.

Eine Diakaustika ist (§. 1) diejenige Brennlinie, welche entsteht, wenn Lichtstrahlen
durch eine Curve (Refractions-Curve genannt) hindurchgehen, und bei ihrem Durchgange so
von ihrer urspriinglichen Richtung abgelenkt werden, dass sie sich hierauf in stetig aufein-
ander folgenden Punkten schneiden. Wenn man nun in den Punkt der Refractions-Curve, wo
ein Lichtstrahl durchgeht und gebrochen wird, die Normale zieht, und auch die urspriingliche
Richtung des Lichtstrahles verlingert; so heisst der vom eintreffendenliehtstrahle und von der
Normale gebildete Winkel der Iiinfallswinkel, der vom gebrochenen Lichtstrahle und
von der Normale gebildete Winkel heisst der Brechungswinkel, und der von der Ver-
lingerung des urspriinglichen Lichtstrahles und vom gebrochenen Lichtstrahle gebildete
Winkel heisst der Ablenkungswinkel Bei jeder Lichtrefraction besteht aber das Gesetz.
dass im ganzen Verlaufe der Refractions-Curve das Verhiltniss, in welchem
der Sinus des Einfallswinkels und der Sinus des Brechungswinkels zu ein-
ander stehen, constant bleibt. Ist also y der Einfallswinkel, und ® der Brechungs-
winkel; so muss sich zwischen ihnen, wie sie sich aueh immer dndern migen, die Gleichung

7) sin 7 —

81N w
stattfinden, wo der Werth des A, wie gesagt, constant ist. und das Brechungsverhiltniss
genannt wird.

Mit Hiilfe dieses Gesetzes kann man zu jeder vorgeschricbenen Refractions-Curve die
zugehorige Diakaustika aufsuchen.

Sind nidmlich die urspriinglichen Lichtstrahlen alle mit einander parallel; so richte man
das Coordinatensystem der vorgeschriebenen Refractions-Curve so ein, dass ihre Abscissenaxe
mit den Lichtstrahlen ebenfalls parallel ist. Kommen aber die urspriinglichen Lichtstrahlen
alle von cinem leuchtenden Punkte her; so richte man das Coordinatensystem der vor-
geschriebenen Refractionscurve so ein, dass ihre Abscissenaxe durch den leuchtenden Punkt
geht. Dei solcher Enrichtung sei

5) Fa,y) =0

die auf emn rechtwinkeliges Coordinatensystem bezogene Gleichung der vorgeschriebenen
Refractions-Curve; und wenn man mit ¢ und t) die anf dasselbe System bezogenen Coordinaten
der gesuchten Diakaustika bezeichnet, so gelangt man bekanutlich zu folgenden Gleichungen:

9) = + ('U +])) ] i;;_

und .
dr
10) y=y—v.(+p) . 5
Hier ist p wiederum das gebriuchliche Abkiirzungszeichen statt —;z%’ und » bedeutet die
goniometrische Tangente des vom gebrochenen Lichtstrahle und von der Abscissenaxe gebil-
deten Winkels. Wenn nun die urspriinglichen Lichtstrahlen mit einander parallel sind, so ist

" p o 2 VAT
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wenn die urspriinglichen Lichtstrahlen aber von einem leuchtenden Punkte herkommen, so ist

—((z—g)+y.7) 2V 2 (g2 + ) .+ —((r—g) + yop)°

+(@=g)+y.p) +2.V 2. ((e=9) + 12).(4 +8)—((w—9) + y.p)"

wo g die feste Abscisse des leuchtenden Punktes bedentet.
Wenn man jetzt die der vorgeschriebenen Refractions-Curve zngehorige \Gleichung
F (x, y) = 0 zweimal differentiirt, und dann die zwei sich ergebenden Differentialgleichungen

mit 8), 9), 10) verbindet; so hat man fiinf Gleichungen, aus welehen man die vier Bestand-
dy d%y
dz ! dx?

neue Gleichung
13) 3, y) = 0

wodurch die gesuchte Diakaustika bestimmt ist; und man erkennt, dass man anch zur Bestim-
mung einer Diakaustika keine Integration ndthig hat.

theile z, v, eliminiren muss. Dadurch ergibt sich eine zwisehen r und ) bestehende

Zusatz. Die diakaustischen Resultate gehen alle, wenn man 2= —1 setzt, in die
katakaustischen iiber. Gleichung 11) geht niimlich iiber in

53
’U:——]iz_—:«:—— _']7_):—10
1—p2 1—p=
und ebenso geht Gleichung 12) iiber in
—((r—9) +v.p) 2V (y—(=—9). ) . 2. (r—g).p—y.(1-p%) "
Sgp— BN e 2.4p+t(e—g).(0—py

—t-(\.vfy)ry-l')ﬁ-z)-‘/(y—(»v—y)-z’) yp i (o=g) - (1%

Wenn man also A = — 1 setzt, so wird » = — w», und dabei wird do = — du; und wenn

man —» und — du beziiglich statt » und dv in die Gleichungen 9) und 10) setst, so bekommt
man wieder die Gleichungen 2) und 3).

8. 4.

Jetzt kann man das Problem der Brennlinien aueh umkehren, d. h. man kann auch die
Brennlinien vorsehreiben, und die zugehorige Reflexions- oder Refractions-Curve aufsuchen.
Wenn namlich durch die Gleichung

5 &(r,py) =0

eine bestimmte Curve als Katakaustika oder Diakaustika vorgesehrieben ist, und man die
zugehorige Reflexions- oder Refractions-Curve sueht; so hat man weiter nichts zu thun, als
statt r und y die betreffenden Ausdriicke in 14) zu substituiren. Dadureh ergibt sich eine
Differentialgleichung der zweiten Ordnung, deren allgemeines Urintegral mit zwei Integrations-
Constanten verschen sein muss. Dureh ein mit zwel Integrations-Constanten versehenes Ur-
integral sind aber jedesmal unendlich viele Cnrven-Schaaren dargestellt. Es ist jedoeh, wie
spiter nachgewiesen werden wird, keine einzige von allen diesen Curven so beschaften, dass
sie mehr als einen einzigen Punkt der vorgeschriebenen Brennlinien erzeugen kinnte. Dess-
halb muss man sich noech nmschauen, ob von den durch das allgemeine Urintegral dargestellten
unendlich vielen Curven-Sehaaren auch Griinz-Curven erzeugt werden; und diese sind alsdann
die gesuchten Reflexions- oder Refractions-Curven. Die Griinz-Curven selbst sind aber von



Das wmgekehrte Problem der Brennlinien. 201

zweierlei Avt, je nachdem sie mit ihren Erzeugungs-Curven eineBeriilirung von ungrader
oder eine Beriihrung von grader Ordnung cingehen.

Wenn eine Grinz-Curve mit ihren Erzeugungs-Curven eine Beriihrung ungrader Urd-
nung eingeht, dann liegen die Erzeugungs-Curven mit allen ihren Punkten auf der nimlichen
Seite der Grinz-Curve; und desshalb wird jede Griinz-Curve ungrader Ordnung eine einhiil-
tende oder umfangende Curve, und die Erzeugungs-Curven selbst werden die eingeliill-
ten oder umfangenen Curven genannt,

Wenn aber eine Grinz-Curve mit ihren Erzeugungs-Curven eine Beriihrung grader
Ordnung ecingeht, dann wird die Grinz-Curve von den Erzeugungs-Curven im Beriihrungs-
punkte geschnitten; und desshalb kommt einer Griinz-Curve grader Ordnung nicht die Eigen-
schaft einer emhiillenden Curve zu.

Weil nun die gesuchten Reflexions- und Refractions-Curven jedesmal einer Differential-
gleichung zweiter Ordnung geniigen miissen, so miissen dieselben auch Gr':'tnz—Cm‘\(en der
zweiten Ordnung sein, withrend die zugehtrigen Brennlinien, wie schon (in §. 1) auseinander
gescizt warde, nur Grinz-Curven der ersten Ordnung sind.

Das Problem der Brennlinien ist also dem Evolutionsproblem analog; denn auch die

Evolventen sind Grinz-Curven der zweiten, und die Ivoluten sind Griinz-Curven der ersten

Ordnung.

Schluss der Einleitung.

Die Reflexions- und Refractions-Curven werden, wie man spiiter sehen wird, durch ein-
fach singulire Integrale dargestellt. Man kann aber die einfach singuliiren Integrale,
welche den Total-Differentialgleichungen zweiter Ordnung angehéren, jedesmal durch
drei versehiedene Hiilfsmittel aufsuchen; ndamlich:

1. mittels des (mit zwei Integrations-Constanten versechenen) allgemeinen Urintegrals;
2. mittels einer jeden der (mit nur einem Integrations-Constanten versehenen) zwei ersten

Stammgleichungen ; und

3. mittels der urspriinglichen Total-Differentialgleichung zweiter Ordnung.

So verschieden aber auch die Formen der durch diese dreierlei Hiilfsmittel erlangten
Resultate sein mégen, so sind doch die allen diesen Formen entsprechenden Resultate ihrem
Wesen nach ganz gleichbedeutend, und jedesmal kann die eine Form in die andere umgesetzt
werden.

Schaut man nun vorwirts auf die Gleichungen 44), 177), 229), 373), wo sich diejenigen
Formen befinden, welche fiir die einfach singuliren Integrale aus dem allgemeinen Urintegral
gewomnen werden; so erkennt man, dass ich mein Problem auf eine einfache Rectifieation der
vorgeschriebenen Katakaustika oder Diakaustika zuriickgefiihrt habe. Die Einfachheit und
Allgemeinheit meiner Losung Eisst also niclits zu wiinschen iibrig.

Um jetzt die vorliegende Abhandlung systematisch durchzufithren, mag sic in zwel
Abtheilungen gebracht werden, deren erste sich mit Bestimmung der Reflexions-Curven, und
deren zweite sich mit Bestimmung der Refractions-Curven befasst. Jede dieser beiden Abthei-
lungen zerfillt aber von selbst wieder in zwei Abschnitte, je nachdew die urspiinglichen Licht-
stralilen mit einander parallel sind, oder von einem leuchtenden Punkte herkommen.
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ERSTE ABTHEILUNG.

Bestimmung der Reflexions-Curven, wihrend die Katakaustika vorgeschrieben ist.

Erster Abschnitt.
Bestimmung der Reflexions-Curven fiir parallele Lichtstrahlen.

8. 5.

Man sucht diejenige Reflexions-Curve, bei welcher die parallel auf sie auftallenden Licht-
strahlen so zuriickgeworfen werden, dass die Katakaustika sich in einen einzigen Punkt
(Brennpunkt) concentrirt.

Man richte das Coordinatensystem der gesuchten Reflexions-Curve so ein, dass-ihre
Abscissenaxe mit den Lichtstrahlen parallel ist; und wenn dabei die Coordinaten des vor-
oeschriebenen Brennpunktes die festen Werthe g und b haben, so specialisiren sich fiir die-
selben die Gleichungen 2) und 3) beziiglich in

- §g=2 + (u—p). =
und
16) b=y + u.(u—p). :;—;

und jede Curve, welche diesen beiden Differentialgleichungen zweiter Ordnung zugleich
geniigt, hat die in der Aufgabe geforderte Eigenschaft. Gleichung 15) Idsst sich nmsetzen in
(x—g) . du + w.de —dy =0

und daraus folgt durch Integration

17) (x—g) . u—y+ A=0
wo A ein Integrations-Constanter ist. Man hat nun allerdings die erste Stammgleichung zu
Gleichung 15); ob jedoch Gleichung 17) auch der 16) geniigt, muss noch besonders nach-
gewiesen werden. Aus 17) folgt
y=A4+ (—g). u

und
du

p=u+ (x—g). 5~
und wenn man fiir y und p die hier hergestellten Ausdriicke substituirt, so reducirt Gileichung
16) sich auf

18) h=A
so dass 17) iibergeht in

19) y—h=(x—g).u
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Hiermit hat man eine erste Stammgleichung, welehe jetzt, nachdem der Integrations-Constante
A den besonderen Werth j angenommen hat, wirklich so besehaffen ist, dass sie den beiden
Differentialgleichungen 15) und 16) zugleich geniigt.

Um aber die Aufgabe weiter durehfiihren zu konnen, muss man fiir » den Ausdruek 4)
zuriickfithren; und dabei geht 19) iiber in

20) (r—0)-p* + 2. (x—g) . p = (—b)
Man multiplicire bei dieser Gleichung alle Theilsitze mit (y—b), und addire sodann beider-
seits das Quadrat (z—g)*; so bekommt man

(6—9)-p + (—9) = G—b + (z—g)*

oder

(y—0)-p 4 (z—g) —1
V(y—b)? + (z=—gp

Daraus folgt durch Integration
21) + V(y—b) + (e—gf =2+ E
oder

22) (—br=2.(+ B).(x— 5

Das Urintegral ist also diesmal nur mit einem und nicht mit zwei Integrations-Constanten
versehen; denn der erste Integrations - Constante A hat, damit den beiden Differential-
gleichungen 15) und 16) zugleieh geniigt wird, den besonderen Werth [y angenommen.

Die dureh 22) dargestellte Curvenreihe besteht aus konisehen Parabeln, deren Parameter

= 2. (g -+ I) ist, deren Secheitel bestimmt wird durch y = huwnd z = =% und deren Haupt-
axe in der Entfernung y =) mit der Abscissenaxe parallel liuft. Nun ist bei jeder konisehen
Parabel die Brennweite gleieh dem vierten Theile des Parameters, d. h. gleich 3. und somit
ist =2 4 g_-;£ oder g die Entfernung des Brennpunktes von der Ordinatenaxe. Alle durch
22) (ial‘gestelltelu unendlieh vielen Parabeln haben also den durch die festen Coordinaten
g und §) vorgeschrichenen Brennpunkt mit einander gemein, d. h. von allen diesen unendlich
vielen Parabeln werden die Liehtstrahlen, welehe in einer mit der Hauptaxe parallelen
Richtung eintreffen, naeh einem und demselben Brennpunkte (g, ) reflectirt.

& 6.

Man sueht diejenige Reflexions-Curve, bei weleher die parallel auf sie einfallenden
Lichtstrahlen so zuriickgeworfen werden, dass ihr eine bestimmt vorgesehricbene Curve als
Katakaustika zukommt.

Auch hier riehte man das Coordinatensystem so ein, dass die Abseissenaxe mit den Licht-
strahlen parallel lduft; und wenn sich dann fiir die vorgeschriebene Katakaustika die bestimmte
Gleichung

25) 3 (k) = 0
ergibt, so hat man fiir r und v die Ausdriicke 2) und 3) einzufiihren, und man bekommt fiir
die gesuchte Reflexions-Curve folgende Differentialgleichung der zweiten Ordnung:

24) & g(x + (u—p) . Ei), (_?/ + u. (u—p) . i”-)% =0

du du
Denkschriften der mathem.-naturw. Cl. XX, Bd. Abhandl. v. Nichtmitgliedern. ee
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Um das Verfahren bequem fortfithren zu konnen, setze man
M anstatt z + (u—p) . %
und
N anstatt y + w. (u—p). %
Dabei kiirzt Gleichung 24) sich ab in

25) § (M N)=0
und wenn man nach allen x differentirt, so bekommt man
dmg dv\‘ dp dx d2u
26) ( + L d:\T) (O T 4z du (2&—2’)) du-) - O

Dieser Gleichung wird aber geniigt, entweder wenn

27) ?—H.E—(u——p).mzo
oder wenn
(28) dm% + . dN% _0

Die Differentialgleichung 27), welche von der dritten Ordnung ist, und aus welcher das
der vorgelegten Differentialgleichung 24) entsprechende allgemeine Urintegral gewonnen
wird, ldsst sich ohne weiters integriren, und liefert

29) z+ (w—p). o= =4
wo A ein Integrations-Constanter ist. Dabei geht Gleichung 24) iiber in
30) &1A (J + w. (u—p). - )s =0

. . dzy .
An dieser Gleichung erkennt man, dass der Ausdruck (g/ + . (u—p) . 725) einen von z und

von y unabhingigen Werth hat; und wenn man dicsen Werth mit Bbezeichnet, so bekommt man
1 dx
31) y+uw.(u—p). =28
wihrend zwischen 4 und B die ganz bestimmte Gleichung
32) 3(4,B)=0

stattindet. Wenn man Gleichung 29) mit « multiplicirt, und das sich ergebende Product von
31) subtrahirt; so bleibt

33) (y—B) = (w—4) .1

Hiermit hat man eine erste Stammgleichung, in welcher zwar zwei Integrations - Constanten
A und B vorkommen; weil aber 4 und B in der durch 32) ausgesprochenen Abhingigkeit
zu einander stehen, so kann man entweder 4 oder B aus 33) eliminiren, und cine erste
Stammgleichung mit nur einem Integrations-Constanten herstellen.

Um nun die Gleichung 33) weiter behandeln zu kdnnen, muss man fiir » den Ausdruck
4) zuriickfithren ; und dabei geht 33) iiber in

34) y—DB).p* + 2. (—4).p = (y— D)
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Mit dieser Gleichung verfahre man jetzt weiter, wie im vorigen Paragraph mit (+leichung
20); so bekommt man das Urintegral

35) + V(y—DBy + (x—A4f =2+ E

Hier erscheinen sogar drei Integrations-Constanten A, B, E, wiihrend die vorgelegte
Differentialgleichung 24) nur eine von der zweiten Ordnung ist. Weil jedoch 4 und B in der
durch 32) ausgesprochenen Abhingigkeit zu einander stehen, so kann man entweder 4 oder
B eliminiren, und eine Urgleichung mit nur zwei Integrations-Constanten herstellen.

Vergleicht man jetzt die Gleichungen 23) und 32) mit einander, so erkennt man, dass
zwischen 4 und B dieselbe Relation stattfindet, wic zwischen r undy. Man kann also statt
der Integrations - Constanten A und B auch die zur vorgeschriebenen Katakaustika gehrigen
Coordinaten r und y setzen; und dabei geht 35) iiber in

36) s V=P + e =a+ I
oder, wenn man umformt, in
37) G—y=2.0+E). (= — )

Alle hierdurch dargestellten unendlich vielen Curven-Schaaren bestehen sonach aus konischen
Parabeln, deren Parameter = 2. (t+ F) sind, deren Scheitel bestimmt werden durch y=1y
und = 2=% | und deren Hauptaxen in der Entfernung y =1 mit der allen durch 37) dar-
gestellten Parabeln gemeinschaftlichen Abscissenaxe parallel laufen. Nun ist bei jeder

konischen Parabel die Brennweite gleich dem vierten Theile des Parameters, d. h. gleich
5+F g’rF

Entfernung des Brennpunktes von der Oldnntena\:e

; und somit ist *== +
und der BrennpunLt selbst hat dle Coordinaten ¢ und v, d. h. alle Brennpunkte der hier
gefundenen unendlich vielen Parabel-Schaaren liegen in der vorgesehriebenen Katakaustika.
Es trifft sich, wie am Schlusse des §. 5 auseinander gesetzt ist, bei jeder konischen
Parabel, dass, sobald die Lichtstrahlen parallel mit der Hauptaxe auffallen, die Katakaustika
sich in den Brennpunkt zusammenzieht. Wihlt man also im Umfange der vorgeschriebenen
Katakaustika irgend einen Punkt, und zieht man durch diesen eine mit den Lichtstrahlen
parallele Grade; so sind alle unendlich vielen konischen Parabeln, denen der eben besagte
Punkt als Brennpunkt und die eben besagte Grade als Hanptaxe znkommt, so beschaffen,
dass sie die mit der Hauptaxe parallel eintreffenden Lichtstrahlen nach dem (im Umfange
der vorgeschriebenen Katakaustika) gewiihlten Punkte reflectiren. Geht man zn einem
zweiten (unmittelbar anliegenden) Punkte im Umfange der vorgeschriebenen Katakaustika
iiber, und zieht man durch diesen zweiten Punkt wiederum eine mit den Lichtstrahlen
parallele Grade; so sind alle unendlich vielen konischen Parabeln, denen dieser zweite
Punkt als Brennpunkt und diese zweite Grade als Hauptaxe znkommt, ebenfalls so beschaf-
fen, dass sie die mit der Hauptaxe parallel eintreffenden Lichtstrahlen nach dem (im Umfange
der vorgeschriebenen Katakaustika) gewiihlten zweiten Punkte reflectiren. Und so fort.
Desshalb ist unter den gefundenen Parabeln keine einzige im Stande, von der vor-
geschricbenen Katakaustika mehr als einen Punkt zu erzeugen, d. h. keine einzige dieser
Parabeln ist die gesuchte Reflexions-Curve. Man muss daher untersnchen, ob unter diesen
unendlich vielen Parabel-Schaaren solche Reihen stetig neben einander liegender Parabeln vor-
kommen, die sich so schneiden, dass die dadurch entstandenen Durchschnittslinien auch noch

ee *
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der vorgelegten Differentialgleichung 24) geniigen. Weil aber diese Differentialgleichung
eine der zweiten Ordnung ist, so muss jede Durchschnittslinie (§.4) eine solche Grinz-Curve
sein, welche in allen ihren Punkten mit irgend einer der sich schneidenden Parabeln eine
Beriihrung der zweiten Ordnung eingeht. Die Grinz-Curven der zweiten Ordnung werden
aber, wie in der analytischen Geometrie noch niher nachgewiesen werden muss, durch das
einfach singulire’) Urintegral dargestellt; und dieses kann bekanntlich auf drei ver-
schiedenen Wegen ermittelt werden.

Erste Methode. Wenn man das einfach singuldre Urintegral aus dem allgemeiner
ableiten will, so ist dessen in Gleichung 36) aufgestellte Form die bequemste. Nun beachte
man, dass die Integrations-Constanten von « und von y unabhiingig sind bei allen sich schnei-
denden Parabeln; und wenn man in dieser Bezichung die Gleichung 36) differentiirt, so
bekommt man

38) LR V=2 + —p*_

2 (y—v)
Dagegen miissen die Integrations-Constanten Functionen von z sein bei allen Griinz-Curven;
und wenn man in diescr Bezichung die Gleichung 36) nach allem x differentiirt, so bekommt
man weiter

— =) Y+ = =0T ED g LYo e am

(=) =) tde (¥—) *de

39) %:

5 . oy . e . oe .
Damit aber ans 38) und 39) sich fiir =% zwei cbenformige Ausdriicke ergeben kinnen, muss
die Gleichung

10) (—y) - & + @—n) - & = (V&—0' + @) - E =0

stattfinden. Differentiirt man die Gleichung 38) noch einmal sowohl nach allem explicit als
auch nach allem implicit in g, 1, i enthaltenen z; so bekommt man neben der Gleichung 40)
auch noch

1) (@) FVG— + @) - (G- — @) g) =0
Daraus kann aber nur folgen
42) (=) — @) . 5 =0

und hiermit wird diejenige Grade dargestellt, welche durch den Punkt (z, %) der gesuchten
Reflexions-Curve geht, und zugleich die zum Punkte (r,y) der vorgeschriebenen Katakaustika
gehorige Tangente ist. Jede Katakaustika ist ja, wie schon (in §. 1) auseinander gesetzt
wurde, eine einhiillende Griinzcurve.

Eliminirt man jetzt mittels 42) die Differenz (y—) aus 40), so fillt auch die Differenz
(z—r) mit hinweg; und 40) geht iiber in

(e + dy*) = (Vdr* + dy*) . dE=0

oder in

(l/ dr’ + cll)"') + dE=0

1) Die singuliiren Integrale, welche einer Differentialgleichung zweiter Ordnung angehéren , sind entweder einfaeh singulire
oder zweifach singulire.
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Daraus folgt

dE = ¥ Vdi* + dy’

oder
13) E=K= [Vir+ ay
wo K ein Integrations-Constanter ist. Gleichung 36) geht also iiber in
44) +V(y—y)? + x—1)P’ =2+ K ¥fl/’(7ﬁ + dy’
Mit dieser Gleichung muss man aber noch folgende drei
42) (y—y) — (@—x) . 5 =0
23) 3y =0
45) ] 4 & 4y __

dy dy ° dg
verbinden, d. h. man muss die in 44) angezeigte Integration ausfiihren, und sodann die drei
Bestandtheile r, y, dy eliminiren. Dabei fillt auch ¢y mit hinweg, und es ergibt sich ecine
Gleichung zwischen z und  und dem Integrations-Constanten K. Diese neue Gleichung ist
aber ein einfach singulires Urintegral zu 24); und durch dasselbe ist, wegen des
Integrations- Constanten I, eine Reihe stetig aufeinander folgender Reflexions-Curven dar-
gestellt, von welehen allen, sobald die urspriinglichen Lichtstrahlen parallel mit der Abseis-
senaxe auffallen, die bestimmt vorgeschriebene Katakaustika & (r, y) = 0 erzeugt wird.

Zweite Methode. Zu dem einfach singuliren Integral kann man aueh mittels der
ersten Stammgleichung gelangen. Man beachte also wiederum, dass die Integrations-
Constanten von z und y unabhiingig sind bei allen sich schneidenden Parabeln; und wenn man
in dieser Beziehung die Gleichung 33) differentiirt, und dabei sich erinnert, dass « diesmal
weiter nichts als ein mit p versehener Ausdruck ist; so bekommt man

r __ (u—p)

10 =
Dagegen miissen die Integrations- Constanten Functionen von & sein bei allen Grinz-Curven ;
und wenn man in dieser Beziehung die Gleichung 33) nach allen x differentiirt, so bekommt
man weiter

dB

47 & __ (u—p T a4
) de (@—A4) au (r—4] . dr
" dp Ye dp

. - o dp . .. . .. . .
Damit aber aus 46) und 47) fiir —di—- zwel ebenformige Ausdriicke sich ergeben kionnen, muss
die Gleiehung

dn
48) g —u=0
stattfinden. Nun folgt aus 32) die Differentialgleichung
a8 dne dB
49) dd dB " dd4 T 0
. . . i i . . B
und wenn man aus den vier Gleichungen 32), 33), 48), 49) die drei Bestandtheile 4, B,—=

eliminirt, so bekommt man endlich

50) y—uw.x=¢ (v
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wo die Form des Ausdruckes ¢ («) abhingig ist von & (4, B) = 0. Hier hat man fiir « noch
den Ausdruek 12_'1;2 zuriickzufithren, und die sich ergebende Differentialgleichung erster Ord-
nung zu integriren. Dadurch gelangt man zu der nimlichen mit z, y und dem Integrations-
Constanten K versehenen Urgleichung, wie bei der ersten Methode.

Dritte Methode. Lisst man die Gleichung 28), d. h. die Gleichung

28) %"3 4+ % . %;}— =0
gelten, so hat man jetzt einc Differentialgleichung zweiter Ordnung; und man muss eine
solche der ersten Ordnung aufsuchen, von welcher die beiden Gleichungen 24) und 28)
zugleich erfiillt werden. Die so aufgesuchte Differentialgleichung erster Ordnung wird aber
genau wieder die Gleichung 50) sein, durch deren Integration sich also auch die ndmliche
mit 2, y und dem Integrations-Constanten K versehene Urgleichung ergibt, wie bei der ersten

Methode.
(Man vergleiche die dritte Methode in §. 7, §. 8, §. 9.)

8 7.

Beispiel 1. Man sucht diejenige Reflexions-Curve, bei welcher die parallel auf sie em-
fallenden Lichtstrahlen so zuriickgeworfen werden, dass die zugehrige Katakaustika die
durch folgende Gleichung

51) y =k

vorgeschriebence semiknbische Parabel ist.
Hier bekommt man fiir die gesuchte Reflexions-Curve folgende Differentialgleichung

zweiter Ordnung
- : dx \3 dr\2
52) (g/ + w . (w—p) . -J:) = (1 + (u—p) . le)
und wenn man differentiirt, so gibt sich weiter
d \2 I i d : a2
53) [32& (y e (w—p) . 5 — 2k (2 -+ (u—p) id:?)] (2—E e —(u—p).55) =0

Lisst man die Differentialgleichung dritter Ordnung

= & d2u

54) 2 ——. = —fu—p).-5=0
gelten; so ist (nach § 6) die den beiden Differentialgleichungen 52) und 54) zugleich genii-
gende Differentialgleichung erster Ordnung dargestellt durch die Verbindung der beiden

Gleichungen

55) D»P=h.A
und
56) (y—B) = (x—A4) . u
o 2p . -
Jetzt substituire man fiir « den Ausdruck 1_7;‘2 in 56), so bekommt man

(y—Db).p* + 2. (x—4).p = (y—DB)
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und wenn man mit dieser Gleichung weiter verfihrt, wie mit Gleichung 20) in §. 5; so ist das
allgemeine Integral durch die Verbindung der folgenden zwei Gleichungen

57) B=h. A
und
58) +V(@y—B) + (x—Af ==z + E
oder, was das nimliche ist, durch die Verbindung der folgenden zwei Gleichungen
59) nt = e
und
60) + V(y—y) + @@= =2+ E

dargestellt, d. L. man hat alle jene unendlich vielen Schaaren komischer Parabeln, deren
Hauptaxen mit der allen diesen Parabeln gemeinschaftlichen Abscissenaxe parallel laufen
bl
" " L : . . 3 e : > .
und deren Bremnpunkte in der durch die Gleichung y* = 4. r* vorgeschriebenen Katakaustika
liegen.

. . 5 . .. .

Nun sind die Reflexions-Curven als Grianz-Curven der zweiten Ordnung nicht durch
allgemeine, sondern durch einfach singulire Integrale darzustellen; und diese kann
man, wie schon im §. 6 vermerkt, auf drei verschiedenen Wegen aufsuchen.

Erste Methode. Wenn man das einfach singulire Integral aus dem allgemeinen ab-
leitet, so specialisiren sich die (in §. 6 aufgestellten) zwei Gleichungen 42) und 44) diesmal in

61) (y—) — (@—p) .55 =0
und
62) +V—yF + @—pf =2+ K F - . V{@.hi + 9.0
Nun ist
2h.p 2k. 12 2.p3 2.

3.92 T 3.r.p® T 3.r.p? = 3.1

und somit setzt Gleichung 61) sich um in

63) (=) — (y—1) .

Ferner ist

3
2.
S 0

Va ot 0. oy = Ve edP _ Vi voey
‘ = 52
somit setzt Gleichung 62) sich um in

2 2 - 1/-‘3—‘3.
o) +V(y—y)?* + @—r)=z+ K T “_"Jtﬂf
Wenn man zuerst die Differenz (y—1), und hierauf die Differenz (z—p) aus 63) und aus 64)

eliminirt, so bekommt man beziiglich

—3r+ Va2 4912
31

65)

— 4.k 1 w2 1 Q w2
=K% 5= Vay+ 9.7

und

— 3 __tVAi,'l 9.y¢? > 3 2
66) 5 2Un+ 5 .y:]x_%i(l-%’a),lfé.l)'—}—ﬂ.f
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Durch die Verbindung der drei Gleichungen 51), 65), 66) hat man, wegen des Integrations-
Constanten K, eine Reihe stetig aufeinander folgender Reflexions-Curven, von welehen allen,
sobald die urspriinglichen Lichtstrahlen parallel mit der Abscissenaxe auffallen, die vor-
geschricbene Katakaustika p* =1 .1* crzeugt wird; und weil z und y als Functionen von
r und by ausgedriickt sind, so konnen alle diese Reflexions-Curven mittels der Coordinaten der
vorgeschriebenen Katakaustika construirt werden.

Auch ist zu bemerken, dass, je nachdem man aus 51) und 65) entweder das ¢ oder das y)
eliminirt, im ersten Falle das Y und im zweiten Falle das p als Funection von @ und K
erscheint; und somit ist nachgewiesen, dass die Verbindung der drei Gleichungen 51), 65),
66) ein einfach singulires und nicht ein einfach partieuldres Integral ist.

Zweite Methode. Wenn man das einfach singulire Integral aus der ersten
Stammgleichung ableiten will; so muss man die zwei Gleichungen 55) und 56) zu Hiilfe
nchmen; und dabei specialisirt sich Gleichung 50) in

4k 1

6() Z/—Z(;.x:?{.u—g

Das nichste Geschift ist jetzt, dass man sich iiberzeugt, ob von der Gleichung 67) auch
die 52) erfiillt wird, und ob das zu 67) gehorige Integral cin einfach singulires oder
ein einfach particulires ist. Aus 67) aber folgt der Reibe nach

4h 1
68) y = % L + T @
Sh 1 duw
) p=vtle—g- u) &
dp __ o du 8% du\2 Sh d?u
70) dr T 7 de 9., ut ° (;ia,) + (CL‘ T ar. 1&3) * Tda?

Wenn man die hier fiir y und p hergestellten Ausdriicke in Gleichung 52) ecinsetzt, so wird
diese identisch, d. h. Gleichung 52) wird von dem zu 67) gehtrigen Integral erfiillt. Wenn
man ebenso die hier fiir p und a];— hergestellten Ausdriicke in Gleichung 54) einsetzt, so redu-

cirt sich diese auf
S.% du
=30

‘1) T 9t de
Letztere Gleichung trigt aber einen Widerspruch in sich selbst; und somit ist man iiber-
zeugt, dass das zu 67) gehérige Integral wirklich ein einfach singulidres zu der vor-
gelegten Differentialgleichung 52) ist. Um jedoch Gleichung 67) weiter behandeln zu kinnen

9
muss man fiir « den Ausdruck 1_§2 zuriickfithren; und dabei geht 67) iiber in
2 B (1—p%)?
) oy . P
72) Yy— T T =3
Daraus folgt durch Differentiation
AL e i (e DTN LI N o) 6] =L
1 1—p? (1—p2® 4w 2 » " dr

oder, indem man die beiden ersten Theilsiitze in einen zusammenzieht, und alsdann alle
Zeichen in die entgegengesetzten verwandelt,

P (1+p% 4+ 2.1+ dp 2k (1497 .(1—p%) D
1—p? a—pt® T de 27 ° »3 Y de”
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Der integrirende Factor dieser Gleichung 1st l—%g; denn dabel geht sie iiber in
P2 2p . dp 2k ( 1 1 dp
l—p'~’ (_1:_1,‘_’)2 * dx — 27 ° ])2 B ) * de
Daraus folgt durch Integration
; 2o 2 14p?
7()) TA—;—A‘ L= L — 727 . ) -

and wenn man 2 aus 72) und 73) eliminirt, so bekommt man weiter
A (1—]}2')2

74) p.oy=2 %.Hj—)—pg-i——__,?. p

Dureh die Verbindung der beiden Gleichungen 73) und 74) hat man, wegen des Integrations-
Constanten L, abermals ecine Reihe stetig auf einander folgender Reflexions-Curven, von
welehen allen, sobald die urspriinglichen Lichtstrahlen parallel mit der Abseissenaxe auf-
fallen, die bestimmt vorgesehriebene Katakaustika y’ = 4. 1* erzeugt wird; und weil & und y
als I'unctionen von p ausgedriickt sind, so kinnen alle diese Reflexions-Curven mittels ihrer
Tangenten construirt werden.

Dass aber aus der Verbindung der beiden Gleichungen 73) und 74) dieselben Curven
hervorgehen, wie aus der Verbindung der Gleichungen 65) und 66): davon kann man sich
auf folgende Weise iiberzeugen:

In Folge der drei Gleichungen 38), 39), 40) ist bekannt, dass, es mégen die Bestand-
theile r, v, /£ von « unabhiingig oder von x abhiingig sein, der fiir p hervorgehende Ausdruck
sieh jedesmal auf folgende Form

75) p === VWP § g

=)

reducirt; und wenn man aus 63) und 75) die Differenz (y—uv) eliminivt. so fillt auch (0—p)
mit hinweg, d. h. Gleichung 75) geht iiber in

<

— 3.+ Vi o2

7 _—
76) p= Bk
Daraus tolgt weiter
- p»r o —3.a _+__‘/4_.l)‘j'+‘.)21;;'
0t 1—p T 6.y
- 1+p? £ Vi o
78) — ==
P )
—2)? 2 (304 V42 9.2 9. (—: 102 - 9.2
79) Nt J)_),_: Dol ( 3r £ V4 92+ 9. ) = 9. ( 51;-«_-1/4.1) + 9.1
‘ P 2, pd 2N/,
< o . o - 02 . 1 2 .. . o -
Nun substituire man die fiir 11_p2 und fiir —‘;p—— hergestelliten Ausdriicke in Gleichung 73).

so geht sie iiber in

—eogesedbaal U gm0 VI p* + 9. 1*

6.1 27y °

oder. wenn man Alles mit 2 multiplicirt, 1n

— 3. iVﬁ)z + 9.2 L Y g 2
> ! __,7_1).14.1)—}-..1.

80)

Ebenso geht, durch die gehirigen Substitutionen. Gleichung 74) iiber in

1 1k
6 27.p

81) =2 é‘f_j;}"” PRy =2L—-% | ). Vay + 9%

Wenn man hier noch A statt 2 L setzt, so fallen die Gleichungen 30) und 81) genan mit 65)
und 66) zusammen, wie zu beweisen war.

Denkschriften der mathem.-natuturw. Cl. XX. Bd. Abhandl. v. Nichtmitgliedern.
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Dritte Methode. Man kann das einfach singuldre Integral auch gewinnen, wenn man
bei Gleichung 53) den ersten Factor zu Null werden. d. h. wenn man die Gleichung

dxr

=) Bou. (y+ v (e—p) -751;)2 =2k. (x + (2—p) - j—y)
gelten lidsst. Man dividire mit 52) in 82), so gibt sich
s (o ) ) =2 (e () )

oder
dx

83) . (u—p).5-=2.y9

B . x

5 0.0 dr . . 5
Jetzt eliminire man - aus 52) und 83), so gibt sich weiter

84) 27 . (y—ux)’ = i‘.ﬂ,ﬁ . (y—ux)®
oder
85) Yy — ux = ;‘7}' . —ul-

Nun muss man untersuchen, ob von 85) auch den beiden Gleichungen 52) und 82) zugléich
geniigt wird, und ob das zu 85) gehirige Integral ein einfach singulares oder ein ein-
fach particulires ist. Weil aber Gleichung 85) dieselbe ist, wie 67); so ist anch der weitere
Verlauf dieser dritten Methode, wie bei der zweiten.

Beispiel 2. Man sucht diejenige Reflexions-Curve, bei welcher die parallel anf sie auf-
fallenden Lichtstrahlen so zuriickgeworfen werden, dass die zugehirige Katakaustika die
durch folgende Gileichung

86) =2k .1

vorgeschriebene konische Parabel ist.
Hier bekommt man fiir die gesuehte Reflexions-Curve folgende Differentialgleichung
zweiter Ordnung

dr dr

S7) (y + . (u—p) . E) = 2h. (.’l' + (u—p) . —~—)

du

und wenn man differentiirt, so gibt sich weiter

88) (u c Y+l () . L ]z) : (2 T (Z- o (u—p) . ‘;;")) —0

du du

Lisst man die Differentialgleichung dritter Ordnung

d2u

du?

D : dp dr
39) 2B B p).

dr dt =0

gelten; so ist (nach § 6) die den beiden Differentialgleichungen 87) und 89) zugleich genii-
gende Differentialgleichung erster Ordnung dargestellt durch die Verbindung der beiden
Gileichungen

90) B=25h.4
und

91) (y—Db) = (x—4) . u
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2.0

Jetzt substituire man fiir « den Ausdruck e in Gleichung 91). so geht diese iiber in

1
92) (y—B) . P +2 . (o—A) . p = (3—B)

und wenn man mit dieser Gleichung weiter verfahrt, wie mit Gleichung 20) in §. 5; so ist
das allgemeine Integral durch die Verbindung der folgenden zwei Gleichungen

93) B=2h. A
und
94) +V(y—B) + (x—Af =z + E
oder, was das niamliche ist, durch die Verbindung der folgenden zwei Gleichungen
95) y=2%h.r
und
96) +V(y—y) + @—1) =2+ E

‘dargestellt, d. h. man hat alle jene unendlich vielen Schaaren komischer Parabeln, deren
Hauptaxen mit der allen diesen Parabeln gemeinschaftlichen Abscissenaxe parallel laufen,
und deren Brennpunkte in der durch die Gleichung y* =2/ .y vorgeschriebenen Katakaustika
Liegen.

Nuu sind die Reflexions-Curven als Grinz-Curven der zweiten Ordnung nicht dureh
allgemeine, sondern durch einfach singuldre Integrale darzustellen; und diese kann
man, wie schon in § 6 vermerkt, auf drei verschiedenen Wegen aufsuchen.

Erste Methode. Wenn man das einfach singulire Integral ans dem allgemeinen
ableitet, so beachte man vorerst, dass

+ /V(h‘"’ + (h)':' = ifﬁ{ii .y

- p. Vi iy h y+ Va2 2
=+ =5 S Ignat (—h—)

y. Viziy? b ( h )
== . 1 — e —_—————
- 2 . A 2 ]bnat g+ Vi 2
. y . Vi2gy? h ( —y + Vi )
= 4= —=.5 3 lgnat —_— —

ist. Hier gehoren durchweg die oberen Zeichen zusammen, und cbenso die unteren; nnd es
specialisiren die (in §. 6 aufgestellten) zwei (ileichungen 42) und 44) sich diesmal in

07) (y—y) — (@—x) . 3+ =0

und

98) +V(y—y)? + (x—r) =2+ K F t’__};;jﬁ_ uE L; . Ignat (:.El;’ﬁL)

)

Eliminirt man zuerst die Differenz (y—y), und hierauf die Differenz (z—x) ans 97) und 93);
g0 bekommt man beziiglich

— [ 2L Vl}l,:_n'.’ R Ad h — ) == Vi y?
99) . ,,f‘_ Lo =NKN 4+ < - Ignat (—T—T—)
und -
—p + Vi 2 - =y 2 Va2 Z — vy + Vizty?
1) EELE RTINS (SRR CL E AL RS VY L E LTy

fii
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Durch die Verbindung der drei Gleichungen 86), 99), 100) hat man, wegen des Inte-
grations-Constanten K, cine Reihe stetig aufeinander folgender Reflexions-Curven, von welehen
allen. sobald die urspriinglichen Lichtstrahlen parallel mit der Abscissenaxe auffallen, die
vorgeschriebene Katakaustika y* = 2/ .  erzeugt wird; und weil 2 und y als Funetionen von
r und y ausgedriickt sind, so kinnen alle diese Reflexions-Curven mittels der Coordinaten der
vorgeschriebenen Katakaustika construirt werden.

Auch ist zu bemerken, dass, je nachdem man aus 86) und 99) entweder das r oder das v
climinirt, im ersten Falle das y und im zweiten Falle das r als Function von x wnd K
erscheint; und somit ist nachgewiesen, dass die Verbindung der drei Gleichungen 86), 99),
100) ein einfach singulires und nicht ein einfach particulires Integral ist.

Zweite Methode. Wenn man das einfach singuliire Integral aus der ersten Stamm-
gleichung ableiten will, so muss man die zwei Gleichungen 90) und 91) zu Hilfe nehmen;
und dabei specialisirt sich Gleichung 50) in

101) 3/——24.:1‘:11 =

T
Das niichste Geschift ist jetzt, dass man sich iiberzeugt, ob von der Gleichung 101) auch die
87) erfiillt wird, und ob das zu 101) gehirige Integral ein einfach singuldres oder ein
einfach particuldres ist. Aus 101) aber folgt der Reihe nach

3 1
102) IS amee ) —
< e 1 du
105/ p=u-+ (:1.‘——7 . 71:) Yo
dp __ o du 1 (du )‘-’ 1 ( Jo 1 ) d?u
104) dr R T b . 3 Uar) T “ 2 w2 )t qa?

Wenn man die hier fiir 7 und p hergestellten Ausdriicke in Gleichung 87) cinsetzt, so wird

diese identisch, d. h. Gleichung 87) wird von dem zu 101) gehdrigen Integral erfiillt. Wenn
c . - dp .. . Ny o .

man ebenso die hier fiir p und d—{ hergestellten Ausdriicke in Gleichung 89) substitnirt. so

reduecirt sich diese auf

105) — L=

ud dxr

Letztere Gleichung trigt aber cinen Widerspruch in sich selbst; und somit ist man iiberzeugt,
dass das zu 101) gehdrige Integral wirklich ein einfach singuldres zu der vorgelegten
Differentialgleichung 87) ist. Um jedoch Gleichung 101) weiter behandeln zu knnen, muss
man fiir 2 den Ausdruck 72;'%; zariickfiihren; und dabei geht 101) iiber in

2 h 1—p2
P =2, =2

106) Yy— 1z T=7- -

oder, wenn man differentiirt. sodann die beiden ersten Theilsitze in einen zusammenzieht.
. ] . . .
und zuletzt Alles mit —1—17 multiplicirt,
e

C1

- - 2p . d ] 1 dp
107) ! z e

1—p= (1—p2)* ' de 4 " p " de
Daraus folgt durch Integration
i
108) —— . x =1L+ - .lgnatp
und wenn man 2 aus 106) und 108) eliminirt, so bekommt man weiter

109) p.y=2L+%. (1—p)+ 5 .lgnatp



Das wmgekehrte Problem der Birennlinien. 245

Durch die Verbindung der beiden Gleichungen 108) und 109) hat man, wegen des Integra-
tions-Constanten 7, abermals eine Reihe stetig anfeinander folgender Reflexions-Curven, von
welchen allen, sobald die urspriinglichen Lichtstrahlen parallel mit der Abseissenaxe auf-
fallen, die bestimmt vorgeschriebene Katakaustika y?*=2h.p erzeugt wird; und weil 2 und y
als Functionen von p ausgedriickt sind, so konnen alle diese Reflexions-Curven mittels ihrer
Tangenten eonstruirt werden.

Dass aber ans der Verbindung der beiden Gleichungen 108) und 109) dieselben Curven
hervorgehen, wie aus der Verbindung der Gleichungen 99) und 100); davon kann man sich
auf folgende Weise iiberzeugen:

In Folge der drei Gleichungen 38), 39), 40) ist bekannt, dass, es migen die Bestand-
theile 1, v, £ von  unabhiingig oder von z abhiingig sein. der fiir p hervorgehende Ausdruek
sieh jedesmal anf folgende Form

110) p=_= (2—p) £ YVo—yf + (@—p?
(3—b)

reducirt; und wenn man aus 97) und 110) die Differenz (y—y) eliminirt, so fallt aueh (z—r)
mit hinweg, d. h. Gleichung 110) geht iiber in

—y Vi
111 = Th TV
) P .
Daraus folgt weiter
1]9) 1. 2,)2 — 2. (—y + Viziyz)
A2
nnd .
113) Y P/
1. p? 2y
P

Nun substituire man die fiir p und

hergestellten Ausdriicke in die Gleichung 108), so

l—p'-f
bekommt man
— 1y + Vi2yy? — 0+ Viziy? )

/e

.E:L-{—%.lgnat(

2y
oder, wenn man Alles mit 2 multiplicirt,

114) L D‘”ﬂﬂ‘i

Ihenso geht, durch die gehorigen Substitutionen, Gleichung 109) iiber in

—y x Virgy? )
/e

.w:?L—}-é.lgnat(

115) —2= Videy: of, £ V- (—y ihV}z'l-{-l)'ﬁ) I 1_: B (— Y i/V/;z+1;2 )
/ h i 2 L

Wenn man hier noeh A statt 2 L setzt, so fallen die Gleichungen 114) und 115) genau mit
99) und 100) zusammen, wie zu beweisen war.

Dritte Methode. Man kann das einfach singulire Integral anch gewinnen, wenn man
hei Gleichung 88) den ersten Factor zu Null werden, d. h. wenn man die Gleichung

116) w .y + . (u—p). e h=0

du

gelten ldsst. Daraus folgt

117) (u—p) . A s Y

du 7
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und wenn man diesen fiir (u—p) . = hergestellten Ausdruck in Gleichung 87 substituirt, so
1 du =} g

geht diese iiber in

(i)ﬁ — 9} . w . (ur—y) + &

u?

und daraus folgt weiter

118) y—uz = = . -

2 "

Nun muss man untersuchen, ob von 118) auch den beiden Gleichungen 87) und 116) zugleich
geniigt wird, und ob das zu 118) gehorige Integral ein einfach singulires oder ein ein-
fach particulidres ist. Weil aber Gleichung 118) dieselbe ist, wie 101); so ist anch der
weitere Verlauf dieser dritten Methode, wie bei der zweiten.,

g 9.

Beispiel 3. Man sucht diejenige Reflexions-Curve, bei welcher die parallel auf sie einfal-
lenden Lichtstrahlen so zuriickgeworfen werden, dass die zugehérige Katakaustika die durch
folgende Gleichung '

119) y o=

vorgesehriebene Kreislinie ist.
Hier bekommt man fiir die gesuchte Reflexions-Curve folgende Differentialgleichung
zweiter Ordnung
L \2 . de\2
9] — i Jo L A Y — 2
120) (y + u . (u—p) . ’m) + (.1 b o(u—p). ’l”) =k

und wenn man differentiirt, so gibt sich weiter

121) (v.y+ x4+ (14 . (u—p) . o). (2— 2% . 5 — (u—p) . F5) =0

“du dar

Lisst man die Differentialgleichung dritter Ordnung

. dp dx d2u
29 9) = K8 I P I I
1“") - de " du (U ])) Codu? T 0

gelten; so ist (naeh §. 6) die den beiden Differentialgleichungen 120) und 122) zugleich
geniigende Differentialgleichung erster Ordnung dargestellt durch die Verbindung der beiden
(zleichungen

123) B4 A=k
und

124) (y—DB) = (a—4A) . u

2.p

._];'_’

(y—DB) . p* + 2 . (a—d) . p = (y—Bb)

Jetzt substituire man fiir « den Ausdruck in 124), so bekommt man

und wenn man mit dieser Gleichung weiter vortihrt, wie mit Gleichung 20) in § 53 so ist
das allgemeine Integral dureh die Verbindung der folgenden zwer Gleichungen

125) P4 LP=F
und

126) +V(y—B) + @—Ayf=a2+ E
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oder, was das namliche ist, durch die Verbindung der folgenden zwei Gleichungen
127) I)z + P = I5%

und
128) +V(y—p)?: + @—1)f =2+ E

dargestellt, d. h. man hat alle jene unendlich vielen Schaaren konischer Parabeln, deren
Hauptaxen mit der allen diesen Parabeln gemeinschaftlichen Abscissenaxe parallel laufen,
und deren Brennpunkte in der durch die Gleichung y* + r* = £* vorgeschriebenen Kreislinie
hegen.

Nun sind die Reflexions-Curven als Griinz-Curven der zweiten Ordnung nicht durch
allgemeine, sondern durch einfach singnlire Integrale darzustellen: und diese kann
man, wie schon in § 6 vermerkt, anf drei verschiedenen Wegen aufsuchen.

Erste Methode. Wenn man das einfach singulidre Integral aus dem allgemeinen ab-
leitet, so beachte man vorerst, dass

(Vi +ay =t [vis

. . §
— k .arcsin ' = k. arceos — =k . arcte =
k k =l

1st; und so specialisiren sich die in § 6 aufgestellten zwei Gleichungen 42) und 44) diesmal
m
129) H—y) + (@) . =0

und

130) + V(y—y) + @—1)=a+ K F k. arctg %

Um nun das 2 als Function von r und y auszudriicken, eliminire man die Differenz (y—1) aus
129) und 130); so bekommt man

R by
—_— . o tor 2
I —’L—+—IX =F A.&l(‘tb b

Um ferner auch das y als Funection von r und y aunszudriicken, addire man auf der rechten
Seite der letzten Gleichung die identische Differenz (r—r1); so gibt sich zunichst

+ (2—p) . Vizry?

132) U

5 ¢ 0 == [k o i Lo
=(@—1) +K+1 Fk.arctg |
Nun folgt aus 129); dass

139 (et) = — () . &

und wenn man jetzt die Differenz (wx—r) aus 132) eliminirt, so bekommt man weiter

T (y—y) . Vit 42 > \
134) G0 TR — (). L K1 F k.aretgd

Man kann aber, wegen Gleichung 119), auch & statt ¥ r* + y* setzen, und so kann man 131)
und 134) auch umformen in

= +k—y - i r
; tre=y p— . (2 __areto X
135) o N+ (n arc tg n)

on + k- - : y
136) =t gy =—RN—= £ k. (—i + arctg %)
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Durch die Verbindung der drei Gleichungen 119), 135), 136) hat man, wegen des Inte-
grations-Constanten K, eine Reihe stetig aufeinander folgender Reflexions-Curven, von welchen
allen, sobald die urspziinglichen Lichtstrahlen parallel mit der Abscissenaxe auffallen. die
vorgeschriebene Katakaustika 1* + y* = A* erzeugt wird; und weil = und y als Functionen
von r und y ausgedriickt sind, so kinnen alle diese Reflexions-Curven mittels der Coordinaten
der vorgeschriebenen Katakaustika construirt werden.

Aunch ist zu bemerken, dass, je nachdem man aus 119) und 135) entweder das ¢ oder
das y climinirt, im ersten Falle das t und im zweiten I'alle das p als Fanction von 2 und K
erscheint; und somit ist nachgewiesen, dass dic Verbindung der drei Gleichungen 119), 135)
nnd 136) ein einfach singulidres und nicht ein einfach particuldres Integral ist.

Zweite Methode. Wenn man das einfach singuldre Integral aus der ersten Stamm-
gleichung ableiten will, so muss man die zwei Gileiechungen 123) und 124) zu Hiilfe nehmen ;
and dabei speeialisirt sich Gleichung 50) in

137) Lz/——u.l::i/ﬁ.l/l—i—uz

Das niichste Geschiift st jetzt, dass man sich iiberzeugt, ob von der Gleichung 137) auch die
120) erfiillt wird, und ob das zu 137) gehirige Integral ein einfach singuldres oder ein ein-
fach particulires ist. Aus 137) aber folgt der Reihe nach

('l/:'lt.il}ik.‘/i:}—-;?‘:

kow du

=g + (Q? + VJTu-) * dx

p __ o du ( i kK ml ) d2u k duy?

de 7 " dr + |z £ Viewr) © a2 + (V1 1'»11'3)3 * (cl.r)
Wenn man die hier fiir y und p hergestellten Ausdriicke in Gleichung 120) substituirt, so
wird diese identisch, d. h. Gleichung 120} wird von dem zu 137) gehorigen Integral erfiillt.

. o . dp - . o i
Wenn man ebenso die hier fiir p und 5= hergestellten Ausdriicke in Gleichung 122) substi-

tnirt, so reducirt sich dieselbe auaf

k du
(1/1 u-)3 i 0

und weil letztere Gleichung einen Widerspruch in sich selbst trigt, so ist man iiberzeugt,
dass das zu 137) gehorige Integral wirklich ein einfach singulires der Gleichung 122) ist.
Um jedoch Gleichung 137) weiter behandeln zu kinnen, muss man fiir # den Ausdruck sub-
stituiren; und dabei setzt Gleichung 137) sich um in

o 2p N ) 14p2
1:)8) 'l/ _—_i_p r— =+ l\, 5

TR s

e 1—p?
oder, wenn man differentiirt, sodann die beiden ersten Theilsiitze in einen zusaminenzieht,
hierauf alle Vorzeichen in die entgegengesetzten verwandelt, und zuletzt Alles mit %—

multiplicirt,

. )2 20 .2 ) . ) dp
139) AT SR A Y J— .=
1—p= (1_]“) o.r (1—p ) (1—1—1‘ dr

Daraus folgt durch Integration

140) L a=LTFk. ( P __arc rg];)

1——p2
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nnd wenn man @ aus 138) und 140) eliminirt, so bekommt man weiter
141) p-y=2LFk.(p—2.arctgp)

Durch die Verbindung der beiden Gleichungen 140) und 141) hat man. wegen des Integra-
tions-Constanten /., abermals eine Reihe stetig aufeinander folgender Reflexions-Curven, von
welehen allen, sobald dic urspriinglichen Lichtstrahlen parallel mit der Abscissenaxe auffallen,
die bestimmt vorgeschriebene Katakaustika y* -+ ¢* = A erzeugt wird; und weil » nnd y als
Functionen von p ausgedriickt sind, so kinnen alle diese Reflexions-Curven mittels ihrer Tan-
genten construirt werden.

Dass aber aus der Verbindung der beiden Gleichungen 140) und 141) dieselben Curven
Lervorgehen, wie aus der Verbindung der beiden Gleichungen 135) und 136); davon kann
man sich auf folgende Weise iiberzeugen:

In Folge der drei Gleichungen 38), 39), 40) ist bekannt, dass, es migen die Bestand-
theile r, v, £ von = unabhiingig oder von 2 abhingig sein, der fiir p hervorgehende Ausdruck
sich jedesmal auf

—(e—1) £ Yg—h)® + (e—32

142) p= - —
reducirt. Nun folgt aus 129), dass
143) (y—y) = — (x—1) . %

ist; und indem man mittels 143) die Differenz (y—) aus 142) entfernt. fillt auch (w—p) mit

hinweg, und es bleibt nur

Ve —h ik oy k
144) p=-—-"_ ==
Daraus folgt weiter
_ 2 __ 2. (=9 k)
14-’)) 1 p= _—T_
und
1 ) p ! =5 __ | . I
146) arctgp = 5 . aretg 5 =5 . aretg = = — ;5 . aretg

Nun substituire man die betreffenden Ausdriicke in 140), so bekommt man

—y £k _ — 1 1 r
=L F k. (75 4+ 5 - arctg )

2.0 2.

oder, wenn man Alles mit 2 multiplicirt,

+ i , -
147) —‘-B——i e=2L %+ k. (%— arctg l—j)
Man substituire ebenso die betreffenden Ausdriicke in die Gleichung 141), so bekommt man
weiter
— "_l:k Ly =2LF k. (:l—' fi -+ m'('tg—s)
oder " :

k= (]

cy=2L4+=F k. (? + arctg %)

¥

Fhk+Y
8
oder, mit Veriinderung der Zeichen

+hk—

X

o
cy=—2L—"% & k. (%4 arcte

r

= |
C—_—

148)

Irenkschriften der mathem.-Naturw. Cl. XX. Bd, Abhandl, v. Nichtmitgliedern. e
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Wenn man hier noch K statt 2 L setzt, so fallen die Gleichungen 147) und 148) genau mit
135) und 136) zusammen, wie zu beweisen war.

Dritte Methode. Man kann das einfach singulire Integral auch gewinnen, wenn
man bei Gleichung 121) den ersten Factor zu Null werden, d. h. wenn man die Gleichung

149) w.y 4+ (1+a) . (w—p) . ==
gelten ldsst. Daraus folgt
150) (w—p) . o = — L
und wenn man diesen fiir (u—p) . % hergestellten Ausdruck in Gleichung 120) substituirt,

so geht diese tiber in

(y—ux)2+ (__ . (y—ux))‘3: 12

14 u? 1+ u?
oder in
(y—ux)® __ g2
14u2 = k
und daraus folgt weiter
151) y—u:c:i/c.l/l-}—u"

Nun muss man untersuchen, ob von 151) auch den beiden Gleichungen 120) und 149) zu-
gleich gentigt, und ob das zu 151) gehorige Integral ein einfach singuldres oder e
einfach particuldres ist. Weil aber Gleichung 151) dieselbe ist, wie Gleichung 137);
s0 1st auch der weitere Verlauf dieser dntten Methode, wie bei der zweiten.

Zweiter Abschnitt.

Bestimmung der Reflexions-Curven fiir von cinem leuchtenden Punkte herkommende Lichtstrahlen.

8. 10.

Man sucht diejenige Reflexions-Curve, bei welcher die von einem leuchtenden Punkte
herkommenden Lichtstrahlen so zuriickgeworfen werden, dass die Katakaustika sich in einen
einzigen Punkt (Brennpunkt) zusammenzieht.

Man richte das Coordinatensystem der gesuchten Reflexions-Curve so ein, dass die Abscis-
senaxe durch den leuchtenden Punkt geht; und wenn dabei die Coordinaten des vorgeschrie-
benen Brennpunktes die festen Werthe g und f) haben, so specialisiren sich fiir dieselben die
Gleichungen 2) und 3) beziiglich in

152)

und

dx

g=x+ (u—p) . 4o

153) b=y + u. (u—p). %;—
und jede Curve, welche diesen beiden Differentialgleichungen zweiter Ordnung zugleich
geniigt, hat die in der Aufgabe verlangte Eigenschaft.

Das nichste Geschiift ist nun, eine erste Stammgleichung aufzusuchen, welche diesen
beiden Differentialgleichungen zweiter Ordnung zugleich geniigt; und wenn man hier wie in
8. 5 vertithrt, so bekommt man

154) y—bh=(x—g) . u
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Diese erste Stammgleichung enthilt keinen Integrations-Constanten; denn nur so kann sie,
wic man bereits im §. 5 ersehen hat, den beiden vorgelegten Differentialgleichungen 152) und
153) zugleich geniigen. Um aber die Aufgabe weiter durchfiithren zu konnen, muss man fiir
den in & 2 befindlichen Ausdruck

12

(z—g).p—y.(1—p°)
Y+ (e—g).(1—p?)

w

in welchem durch g die Abseisse des leuchtenden Punktes dargestellt ist, zuriickfithren. Dabei
geht Gleichung 154) iiber in

155)  ((2—g). D) + (x—g).9) . 2" + 2. ((&—9) - (@—0) — (—b) - ) .»
— (@—9)-(y—h) — (z—¢).y =0
Man multiphcire diese (Gleichung mit ((x—g) . (y—b) — (x—q) . y), so gibt sieh

o (@—9)* - y—b)° — @—g)* - 4") - *
+ 2. (e—9) - —9)- 9= —(=—9)- )"y —(@—9) - (t—0)". y + (@—0)-(3—1)- ') - p
— (z—g) . (3—b) + (z—g) . " =0

Man addire die beiden i1dentischen Differenzen

(x—g)* . (x—¢)" — (z—9)* . (x—g)’
und

(y—b)* . y* . p*— (y—=b)* . y* . p*
so setzt Gleichung 156) sich um in

157) ((w—g)* + ¥°) - (@—g) + y—b) . p) — (@—¢)* + (3—b)") - (@—9) + y.p) =0
Daraus folgt

Ve—g)® + Vie—9)® + y—b)
und wenn man integrirt, so gibt sich

159) Vi—gf +y + Vie—g) + —b) = G

Das den Differentialgleichungen 152) und 153) gemeinsame Urintegral ist also nur mit einem
und nicht mit zwei Integrations-Constanten versehen. Die Ursache 1st schon ber Gleichung 22
angemerkt.

Bei Gleichung 159) erkennt man, dass der Ausdruck l/(ac—g)2 —{—iz/2 der vom leuchtenden
Punkte, und dass der Ausdruck V(z—q)* + (y—1b)* der vom vorgeschriebenen Brennpunkte
(g, ) nach irgend einem Punkte der gesuchten Reflexions-Curve gezogene Leitstrahl ist; und
daraus folgt, dass, je nachdem man beim Doppelzeichen + das obere oder untere gelten
lisst, entweder die Summe oder der Unterschied der beiden Leitstrahlen gleieh ist dem
Integrations- Constanten (7, d. h. die durch 159) dargestellte Curvenreihe besteht entweder
aus konischen Ellipsen oder aus konischen Hyperbeln, welchen allen die unverinderliche
Excentricitit V (g—¢)* + b* gemeinschaftlich ist. Nun hat man zu unterscheiden:

1. Bei den konischen Ellipsen wird jeder zwischen zwei zusammengehorigen Leitstrahlen
liegende Winkel von der betreffenden Normale halbirt; nnd somit wird jeder von einem

eg
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Brennpunkte einer konischen Ellipse ausgehende Lichtstrahl nach dem anderen Brennpunkte
reflectirt. Weil nun alle durch

Vie—g) + o + V(E—g) + (—h* =0
dargestellten Ellipsen die Brennpunkte gemeinschaftlich haben, so haben auch alle diese
Ellipsen die von der Aufgabe verlangte Eigenschaft.

9. Bei den konischen Hyperbeln wird jeder zwischen zwei zusammengehdrigen Leit-
strahlen liegende Winkel von der betreffenden Tangente balbirt; und somit wird jeder von
einem Brennpunkte der konischen IIyperbeln ausgehende Lichtstrahl sowohl im niheren als
auch im entfernteren Hyperbelzweige so reflectirt, dass, wenn man den reflectirten Lichtstrahl
riickwirts verlingert, diese Verlingerung in den anderen Brennpunkt eintrift. Bei den koni-
schen Hyperbeln werden also die von einem Brennpunkte ausgehenden Lichtstrahlen so
reflectirt, dass sie sich zerstreuen, und keine Katakaustika erzeugen.

8. 11.

Man sucht diejenige Reflexions-Curve, bei welcher die von einem leuchtenden Punkte
herkommenden Lichtstrahlen so zuriickgeworfen werden, dass ihr eine bestimmt vorgeschrie-
bene Curve als Katakaustika zukommt.

Auch hier richte man das Coordinatensystem so cin, dass die Abscissenaxe durch den
leuchtenden Punkt geht; und wenn sich dann fiir die vorgeschriebene Katakaustika die
bestimmte Gleichung

160) 3y =0
ergibt, so hat man fiir r und y die Ausdriicke 2) und 3) cinzufiihren, und man bekommt fiir
die gesuchte Reflexions-Curve folgende Differentialgleichung zweiter Ordnung

dx

161) & %(1 + (u—p) ._,)7 (g/ + u.(u—p). %)s =0

du

Man bediene sich auch hier der schon in §. 6 angewendeten Abkiirzungszeichen M und .V
und differentiire 161); so bekommt man auch hier

Ay dxiy d, dr " 2
5y S Ny ) (C) ___ N . u ) .
162) (dM t+u. o) - —w - 4 —@—p). Zz) =0

Dieser Gleichung wird aber geniigt, entweder wenn

‘ dp dx du
QT - — - Al T,
163) - dr ° du (lé ]7) du2 — U
oder wenn
n dyy 1.5
1b4) d‘.ll? + w . J’l‘\{'\- =a\)

Die Differentialgleichung 163), welche von der dritten Ordnung ist, fithrt hier ebenso, wie in
§. 6, zu folgender Verbindung zweier Gleichungen:

165) & (A4, B)=0
und

166) (y—DbL) = (xa—4) .
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Die Verbindung dieser beiden Gleichungen ist die erste Stammgleichung zn 161); und weil
A und B in der durch 165) ausgesprochenen Abhiingigkeit zu einander stehen, so kann man
entweder .1 oder I aus 166) eliminiren, wodurch man eine erste Stammgleichung mit nuar
einem Integrations-Constanten bekommt.

Um nun die Gleichung 166) weiter behandeln zu kénnen, muss man fiir « den Ausdruck
5) zuriickfiihren; und dabei geht 166) iiber in

167) ((v—g) . (y=B) + (x—A) .y ) . p* + 2 . ((¢e—g) . (o
—(r—g) . (y—DB) — (vr—1) y=0

d)—(y—B) . j/) o p

Mit dieser Gleichung verfahre man jetzt weiter, wic mit Gleichung 155) im §. 10; so bekommt

man die Urgleichung

168) Vie—g)y + o = Wa—AF + —BF =

Hier erscheinen drei Integrations-Constanten A, B, G, withrend die vorgelegte Differential-
gleichung 161) nur eine von der zweiten Ordnung ist. Weil jedoch A und B in der durch
(Gleiechung 165) ausgesprochenen Ablingigkeit zu ecinander stehen, so kann man ent-
weder 4 oder I eliminiren, und ein Urintegral mit nur zwei Integrations-Constanten
herstellen.

Vergleicht man jedoch die Geichungen 160) und 165) mit einander, so erkennt man,
dass zwischen A und B diesclbe Relation stattfindet, wie zwischen r und y. Man kann also
statt der Integrations-Constanten A und I auch die zur vorgeschriebenen Katakaustika
gehorigen Coordinaten ¢ und y setzen: und dabei geht 168) iiber in

L) ‘/("’49ﬂ]1/£ 2 lf(.’;——‘r‘)"' + (\yl—l))’ — G

Der Ausdruck V(2—g¢)* + »* ist der vom leuchtenden Punkte nach irgend einem zur gesuchten
Reflexions-Curve gehdrigen Punkte (2. y) gezogene Leitstrall. Ebenso ist der Ausdruck
V{e—r1)® + (y—y)* der von irgend einem zur vorgeschriebenen Katakaustika gehorigen
Punkte (r, y) naeh dem zur gesuchten Reflexions-Curve gehirigen Punkte (r, y) gezogene
Leitstrahl. Daraus folgt, dass, je nachdem man in Gleichung 169) dem Doppelzcichen seine
positive oder negative Bedentung beilegt, entweder die Summe oder der Untersehied der
beiden Leitstrahlen gleich ist dem Integrations-Constanten ¢, d. h. alle durch 169) dar-
gestellten unendlich vielen Curven-Schaaren bestchen entweder aus konischen Ellipsen oder
aus konischen IHyperbeln mit der Hauptaxe ¢ und mit der Excentrieitiit l'/(r—'«/)‘:-lj’j
Jeder im Umfange der vorgeschriebenen Katakaustika liegende Punkt (r. y) ist der eine
Brennpunkt, und der leuchtende Punkt ist der andere Brennpunkt der durch 169) dargestellten
Ellipsen oder Hyperbeln. Man hat nun zu unterscheiden :

1. Bei den konischen Ellipsen wird jeder zwischen zwei zusammengehirigen Leit-
strahlen liegende Winkel von der betreffenden Normale halbirt, und somit wird jeder von
einem Brennpunkte der konischen Ellipsen ausgehende Lichtstrahl in den anderen Brenn-
punkt reflectirt. Wiithlt man also im Umfange der vorgeschrichenen Katakaustika irgend
einen Punkt, und verbindet man diesen mit dem leuchtenden Punkte; so sind alle unendlich



254 G. W. Strauch.

vielen konischen Ellipsen, denen die eben besagte Verbindungslinie als Excentricitit zukommt;
so beschaffen, dass sie die vom leuchtenden Punkte herkommenden Lichtstrahlen nach
jenem (im Umfange der vorgeschriebenen Katakaustika gewihlten) Punkte refleetiren.
Geht man zu einem zweiten (unmittelbar anliegenden) Punkte im Umfange der vor-
geschriebenen Katakaustika tiber, und verbindet man diesen z weiten Punkt wiederum mit
dem lenchtenden Punkte; so sind alle unendlich vielen konischen Ellipsen, denen diese
zweite Verbindungslinie als Excentricitiit zukommt, ebenfalls so beschaffen, dass sie die
vom leuchtenden Punkte herkommenden Lichtstrahlen nach dem (im Umfange der vor-
geschriebenen Katakaustika gewihlten) zweiten Punkte reflectiren. Und so fort.

Weil nun (nach §. 10) bei jeder konischen Ellipse, sobald der eine ihrer Brennpunkte
der leuchtende Punkt ist, die Katakaustika sich in den anderen Brennpunkt zusammenzieht,
welcher bei allen durch 169) dargestellten unendlich vielen Ellipsen-Schaaren jedesmal ein
dem Umfange der vorgeschriebenen Katakaustika angehiriger Punkt ist; so ist unter allen
diesen Ellipsen keine einzige im Stande, von der vorgeschriebenen Katakaustika mehr als
einen Punktzn erzeugen, d. h. keine einzige dieser Ellipsen ist die gesuchte Reflexions-Curve.
Man muss also untersuchen, ob unter diesen unendlich vielen Ellipsen-Schaaren solche Reihen
stetig nebeneinander liegender Ellipsen vorkommen, die sich so schneiden, dass die dadurch
entstandenen Durchsclinittslinien aueh noch der vorgelegten Differentialgleichung 161) genii-
gen. Weil aber diese Differentialgleichung eine der zweiten Ordnung ist, so muss jede
Durchschnittslinie (§. 1) eine solche Griinz-Curve sein, welche in allen ihren Punkten mit
irgend einer der sich schneidenden Ellipsen eine Beriihrung der zweiten Ordnung eingeht.
Die Grinz-Curven der zweiten Ordnung werden aber, wic in der analytischen Geometrie
noch niher nachgewiesen werden muss, durch das einfach singuldre Urintegral dar-
oestellt; und dieses kann bekanntlieh auf drei verschiedenen Wegen ermittelt werden.

9. Bei den konisehen Ilyperbeln wird jeder zwischen zwei zusammengehorigen Leit-
strallen liegende Winkel von der betreffenden Tangente halbirt, und somit wird jeder von
einem Brennpunkte der konischen Hyperbeln ausgehende Lichtstrahl sowohl im niiheren als
auch im entfernteren Ilyperbelzweige so reflectirt, dass, wenn man den reflectirten Strahl
riiekwiirts verlingert, diese Verlingerung in den anderen Brennpunkt eintrifit. Bei den
konischen Hyperbeln werden also die von einem Brennpunkte ausgehenden Lichtstrahlen so
reflectirt, dass sie sich zerstreuen; und desshalb kann auch von den diese Hyperbeln osculi-
renden Granz-Curven keine Katakaustika erzeugt werden.

Weil nun durch Gleichung 169) nur konische Ellipsen dargestellt werden diirfen, so
darf bei dem Doppelzeichen auch nur das positive gelten; und Gleichung 169) specialisirt

sieli in

170) Vie—g)' + 9 +V—p + =y =G

" Erste Methode, das cinfach singulire Integral zu bestimmen. Wenn man dieses
aus dem allgemeinen Urintegral ableiten will; so beachte man, dass die Integrations-
Constanten von z und von y unabhiingig sind bei allen sich schneidenden Curven; und
wenn man in dieser engen Beziehung die Gleichung 170) differentiirt, so bekommt man

dy (r—1).V (o= + & + (2—9).V(e—x) + (y—v)*

171) — = ————— ——
‘ o (=) Yir—) + ¢ + y-V(@—1P + (v
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Dagegen miissen die Integrations- Constanten Functionen von 2 sein bei allen Granz-Curven;
und wenn man in dieser weiteren Beziehung die Gleichung 170) nach allen z differentiirt, so
bekommt man

179) gy e Ve—gP+y + (w—y)-VE—‘A’ET(y -b)?
3 —v).Y(z—g)* + #* + y. V(-2 + (y—p)?

aG

(=0 + =0) - 5« 5+ (VepP + - vp) . 2

— —= —a)? 4
=) Y(e—gP +v2  + gY@+ (v v ( 9ty

. : . d . s .
Damit aber aus 171) und 172) sich fiir d—z zwel cbenformige Ausdriicke ergeben kinnen,
muss die Gleichung

173) (= + G—1).F) - =& + Ve— + G—y) Z =0

stattfinden. Differentiirt man Gleichung 171) noch einmal sowohl nach allem explicit als auel
nach allem implicit in g, r, y enthaltenen z ; so bekommt mannebender Gleichung 173) auch noch

174) [@=9) (-1 + y -9+ V9 + 5) . V1 + @] - (-9)—@-1). 7)) E=0

Daraus kann aber nur folgen

175) (y—y) —(@—1) . 5 =10
und hiermit wird diejenige Grade dargestellt, welche durch den Punkt (x, y) der gesuchten
Reflexions-Curve geht, und zugleich die zum Punkte (¢, y) der vorgeschriebenen Katakaustika
gehorige Tangente ist. Jede Katakaustika ist ja, wic schon in § 1 auseinandergesetzt wurde,
eine einhiillende Grianz-Curve.

Eliminirt man jetzt mittels der Gleichung 175) die Differenz (y—1) aus 173), so fillt
auch (z—yp) mit hinweg; und 173) geht iiber in

(dr* + dy?) + (Vdr + dy’) . dG =0
oder in
(Vdr* + dy’) + dG = 0.
Daraus folgt

16 = —VaE Ty
oder
176) G =K—fVde + dy
wo N ein Integrations-Constanter ist. Gleichung 170) gelit also iiber in
177) Vie—gf = o + Ve—tF & (—9F = K — Vi + .
Mit dieser Gleichung hat man aber noch folgende drei
175) (y—y) — (@—p) . =0
160) 3, p) =0
178) lf + i’% i ‘2)_ — 0

zu verbinden, d. h. man hat die in 177) angezeigte Integration auszufiihren, und sodann die
drei Bestandtheile p, y. dy zu eliminiren. Dabei fillt anch x mit hinweg, und es ergibt sich
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eine Gleichung zwischen z und y und dem Integrations-Constanten A" Diese neue Gleichung
ist aber ein einfach singulédres Urintegral zu 161); und durch dasselbe ist, wegen des
[ntegrations- Constanten ', eine Reihe stetig aufeinander folgender Reflexions-Curven dar-
cestellt, von welchen allen, sobald die urspriinglichen Lichtstrahlen von dem leuchtenden
Punkte, dessen Abscisse = ¢ ist, herkommen, die bestimmt vorgeschriebene Katakaustika
& (r,y) = 0 erzeugt wird.

Zweite Methode. Zu dem einfach singuliren Integrale kann man auch mittels der
ersten Stammgleichung gelangen. Man beachte also wiederum, dass die Integrations-
Constanten von z und von y unabhiingig sind bei allen sich schneidenden Ellipsen; und wenn
man in dieser engen Bezichung die Gleichung 166) differentiirt, und dabei sich erinnert,
dass u diesmal eine Function von x, y. p ist; so bekommt man

’ doe ,  dyu
179) P o Bk i B ¥ il i
dr (J:‘—A) . (:;;u

Dagegen miissen die Integrations-Constanten Functionen von « sein bei allen Griinz-Curven:
und wenn man in dieser weiteren Bezichung die Gleichung 166) nach allen x differentiirt, so

bekommt man weiter

dxu dyu dB
150) dP (At E=d) (TG ) E—r s
de (w—-A) . ji;pﬁ (@—4) . % * de
dp

Damit aber aus 179) und 180) fiir zwel ebenformige Ausdriicke sich ergeben konuen,

muss die Gleichung

da

dB
181) Y ==~
stattfinden. Nun folgt aus 165) die Differentialgleichung
4\ d¥ B
) B T S
18_) dA " dB T dd T 0

und wenn man aus den vier Gleichungen 165), 166), 181), 182) die drei Bestandtheile A4, B,
B
i

eliminirt, so bekommt man endlich
183) y—u . r=¢/u)

wo die Form des Aunsdruckes ¢ («) abhiingig ist von § (4, £) = 0. Hier hat man fiir « noch
semnen Ausdruck

2. (e—g).p — y-(1—p%)
2y .p 1 (x—g).(1—p?)

zuriickzufiihren, und die sich ergebende Differentialgleichung erster Ordnung zu integriren.
b o te) S o (=)
Dadurch gelangt man zu der nimlichen mit z, y und dem Integrations-Constanten A" ver-
selienen Urgleichung, wie bei der ersten Methode.
Dritte Methode. Lisst man die Gleichung 164), d. h. die Gleichung
5 ) <}

> A dnd
8 — Fu o=
134) ar Ty Y
velten, so hat man jetzt eine Differentialgleichung zweiter Ordnung; und man muss eine
solche der ersten Ordnung aufsuchen, von weleher die beiden Gleichungen 161) und 184)
zugleich erfiillt werden. Die hier aufzusuchende Differentialgleichung erster Ordnung wird
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aber genau wieder die Gleichung 183) sein, darch deren Integration sich also auch die
ndmliche mit z, y und dem Integrations-Constanten A versehene Urgleichung ergibt, wie
bei der zweiten Methode.

(Man vergleiche die dritte Methode in §. 7, §. 8, §. 9.)

Anmerkung. In speciellen Fillen werden durch die zweite und dritte Methode grosse
Weitliufickeiten veranlasst; und desshalh sollen die in § 12, § 13, § 14 nachfolgenden
Beispiele nur nach der ersten Methode ausgefiihrt werden.

§ 12

Beispiel 4. Man sucht diejenige Reflexions-Curve, bei welcher die von einem leuchtenden
Punkte herkommenden Lichtstrahlen so zurilickgeworfen werden, dass die zugehdrige
_Katakaustika die durch die Gleichung

185) N e

vorgeschriebene semikubische Parabel ist.
Hier ist (nach §. 11) das allgemeine Integral durch die Verbindung der folgenden
zwel Gleichungen

186) D?=h. A
und

. — . A D :
187) Vie—g) + y* + Vi{e—d) + (y—B)F = G
oder, was das namliche ist, durch die Verbindung der folgenden zwei Gleichungen

188) y="r.p

und

189) Ve—gr+ o + Ve—rf + —y) =6
dargestellt, d. h. man hat alle nnendlich vielen Schaaren konischer Ellipsen, bei denen
jeder im Umfange der vorgeschriebenen Parabel liegende Punkt der eine Brennpunkt sein
kann, und bei denen der lenchtende Punkt der andere Brennpunkt sein muss.

Nun sind die Reflexions-Curven, als Griinz-Curven der zweiten Ordnung, nieht durch ein
allgemeines sondern durch ein einfach singulires Integral darzustellen; und die Gleichungen
175) und 177) specialisiren sich diesmal in

190) (y—y) — (r—1) .
und
1 %/‘

191) V(@—gf + 7 + V@ + =y =K — (3 +

-.'75) SENEEY Y’

Durch die Verbindung der drei Gleichungen 185), 190), 191) hat man , wegen des Integrations-
Constanten K, eine Reihe stetig auf einander folgender Reflexions-Curven, von welchen allen,
sobald die urspriinglichen Lichtstralilen von eimem leuehtenden Punkte, dessen Abscisse = ¢
1st, herkommen, die vorgeschriebene Katakaustika y* = A . r* erzeugt wird; und weil man
und y als Functionen von ¢ und y ausdriicken kann, so kimnen alle diese Reflexions-Curven
nittels der Coordinaten der vorgeschriebenen Katakaustika construirt werden.

Denkschriften der mathem.-natuturw. 1. XX. Bd. Abhandl. v.Nichtmitgliedern. hh
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Auch ist zu bemerken, dass. je nachdem man entweder y und y, oder y und p aus den
drei Gleichungen 185), 190), 191) eliminirt, im ersten Falle das x, und im zweiten Falle das
y als Function von = und K erscheint; und somit ist nachgewiesen, dass die Verbindung
dieser drei Gleichungen ein einfach singulires und nicht ein einfach particulires
Integral ist.

8 13.
Beispiel 5. Man sucht dicjenige Reflexions-Curve, bei welcher die von einem leuchtenden

Punkte herkommenden Lichtstrahlen so reflectirt werden, dass die zugehdrige Katakaustika
die durch die Gleichung

1897

192) Y = 2h .1

vorgeschriebene konische Parabel ist.
Hier specialisiren sich die Gleichungen 175) und 177) beziiglich in

193) (y—y) — (@—p) . =0

und

R —— it > - EES —y + V2
194) Vie—g) + 9 + V(e—2) + y-y)'= K ——"pwg; : ; - Ignat (i#“l'—’—)

und man kann die gesuchte Reflexions-Curve mittels der Coordinaten der vorgeschriebenen
Katakaustika construiren.
s 14.
Beispiel 6. Man sucht diejenige Reflexions-Curve, bei welcher die voun einem leuchtenden

Punkte herkommenden Lichtstrahlen so reflectirt werden, dass die zugehorige Katakaustika
die durch folgende (ileichung

195) ps 4 pF = At

vorgeschriebene Ilypokykloide ist.
Hier specialisiren sich die Gleichungen 175) und 177) beziiglich in

196) (y—n) . 1 )._ + (.7:—{) | -1)_ = ()
und
197) Vir—g) + ¥ + l/(?‘——i)__{- ((1/~—1))—3: K — ’\ 71—;['_

und man kann auch hier die gesuchte Reflexions-Curve mittels der Coordinaten der vor-
geschriechenen Katakaustika construiren.
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ZWEITE ABTHEILUNG.

Bestimmnng der Refractions-Curveny wihrend die Diakaustika vorgeschrieben ist.

Erster Abschnitt.

sestimmung der Refractions-Curven fiir parallele Lichtstrallen.

8. 15.

Man sucht diejenige Refractions-Curve, bei welcher die parallel auf sie auffallenden Licht-
strahlen so gebrochen werden, dass die Diakaustika sich in einen einzigen Punkt (Brenn-
punkt) zusammenzieht.

Man richte das Coordinatensystem der gesuchten Refractions-Curve so ein, dass ihre
Abseissenaxe mit den Lichtstrahlen parallel ist; und wenn dabei die Coordinaten des vorge-
schriebenen Brennpunktes die festen Werthe g und §) haben, so speecialisiren sich fiir die-
selben die Gleichungen 9) und 10) beziiglich in

198) g=g + (v+p) - 5

und
199) b=yg—o.(04p) .=
und jede Curve, welche diesen beiden Differentialgleichungen zweiter Ordnung zugleich
geniigt, hat die in der Aufgabe geforderte Eigenschaft. Gleichung 198) lisst sich umsetzen in
(r—q) . de + v . de + dy =0
und wenn man integrirt, so gibt sich
200) (x—g) .0+ y=4A

wo A ein Integrations-Constanter ist. Man hat nun allerdings dic erste Stammgleichung zu
198); ob jedoch Gleichung 200) auch der 199) geniigt, muss noch besonders nachgewiesen
werden. Aus 200) folgt

y=4—(@—q) ¢
und

p=—v—(@—0) &

und wenn man fiir y und p diese Ausdriicke substituivt, so reducirt Gleichung 199) sich auf
201) h= A

so dass 200) iibergelt in

202) (y—b) + (x—g) . v =0

bh *
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Hiermit hat man eine erste Integralgleichung, welche jetzt, nachdem der Integrations-
Constante A den besonderen Werth ) angenommen hat, wirklich so beschaffen ist, dass sie den
beiden Differentialgleichungen 198) und 199) zugleich geniigt.

Um aber die Aufgabe weiter durchfithren zn kénnen, muss man fiir » den Ausdruck 11)
zuriickfiihren ; und dabei geht 202) iiber in

203) (y—b) — (z—g) 2= (—D) p+ (e—g) . VZ (1A+4p)—1

Man crhebe beiderseits aufs Quadrat, so ergibt sich eine Gleichung, welche sich aunf folgende

Weise anordnen lisst:

2

204)  ((—0) + @—9) . A+2) =% ((5—b) - p + (=—9)) - (1+?)

und daraus folgt weiter

- (y—h) . p + (x—g)
2 F A, =3
02) A Vot oo

Wenn man integrirt, so gibt sich

206) FA.V(y—bh?: + (z—gf ==+ E

und letztere Gleichung kann man nach umformen in

(x_lg.g-t_?

= = (y—0)2
207) o s et
(=o)-Go+£2 = (e+Ep
(Man vergleiche den Zusatz am Lnde des §'s, wo der Werth 4 = — 1 besprochen

werden wird.)

Das Urintegral ist also diesmal nur mit einem und nicht mit zwei Integrations-Constanten
versehen ; denn der erste Integrations-Constante A4 hat, damit den beiden Differentialgleichungen
198) und 199) zugleich geniigt wird, den besonderen Werth [y angenommen.

Die durch 207) dargestellte Curvenreihe besteht aus konischen Ellipsen oder konischen
Hyperbeln, je nachdem 2* > 1 oder 2* << 1 ist.

Die Iauptaxe aller dieser Curven lduft in der Entfernung vy = [) mit der Abscissenaxe
parallel, sie ist also auch mit den urspriinglichen Lichtstrahlen parallel. Die Hauptaxe selbst
st = M, und die Nebenaxe ist = =85

).2 —1 1/)4 — 1l
Die Ordinaten sowohl der beiden Scheitel als auch der beiden Brennpunkte haben den

vorgeschriebenen Werth f; dagegen die Abscissen der beiden Scheitel haben die Werthe

A.g—FE A.g+ E

T und
und die Abscissen der beiden Bremnpunkte haben die beziiglichen Werthe

. 2.06+E)
g, wd g+ ==
. - 2.(g+E) .
Daraus folgt, dass dic Excentricitiit = «7_,-9_'1 L ist.
Zinsatz. Die fiir die Refractions-Curve gefundene Gleichung 206) geht, wenn man

4 = — 1 setzt, wieder iiber in die fiir die Reflexions-Curve gefundene Gleichung 21). Aber
die Gleichung 207) bekommt bei diesem Werthe des A Null in den Nenner, d. h. bei A= —1

verliert die Gleichungsform 207) ithre Giiltigkeit; und desshalb muss man — 1 statt A schon
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in 206) einsetzen, und erst alsdann darf man umformen, wodurch sich wieder die Gleichung
22) ergibt.

/8

. 16.

Man sucht diejenige Refractions-Curve, bei welcher die parallel auf sie einfallenden
Liehtstrahlen so gebrochen werden, dass ihr eine bestimmt vorgeschriebene Curve als Dia-
kanstika zukommt.

Aueh hier richte man das Coordinatensystem so ein, dass die Absecissenaxe mit den Licht-
strahlen parallel Fuft; und wenn sich dann fiir die vorgesehriecbene Diakaustika die bestimmte
Gleichung

208) & Q:7 y) =0

ergibt, so hat man fiir ¢ und y die Ausdriicke 9) und 10) emzufithren; und man bekommt fiir
die gesuchte Refractionscurve folgende Differentialgleichung der zweiten Ordnung

dx de l
2 % & — )=
209) & {(x + (v+p). de), (y v.(+p). Fh‘)’ =0
Um das Verfahren bequem fortfithren zu konnen, setze man
1z
@ anstatt = + (v+p) . ilz-
und :
B anstatt y — v . (v+p) . 4
Dabei kiirzt Gleichung 209) sich ab in
210) (O, 1) =0
und wenn man nach allem @ differentiirt, so bekommt man
5 Ay, A8y (g 4 A dr )|
211) (dQ v Gw) 2+ —tp) . ) =0
Dieser Gleichung wird aber geniigt, entweder wenn
, dp dx d2
912) 2 —r——d;.*gv——(l’—i-p) '—d_L'?:
oder wenn
D1°¢ llﬂ% o dﬂg —_
213) g —V-ar =0

Die Differentialgleichung 212), welche von der dritten Ordnung ist, und aus weleher das der
vorgelegten Differentialgleichung 209) entsprechende allgemeine Urintegral gewonnen
wird, ldsst sich ohneweiters integriven und liefert

214) x4+ (v4p) . {Z =4
wo A ein Integrations-Constanter ist. Dabei geht Gleichung 209) iiber in
. dx
215) 8{/1, (y-—?:.(v—%p).;;)} =0

. . g .
An dieser Gleichung erkennt man, dass der Ausdruck (g/ — . (v+p). —;;—) einen vou x und
von y unabhdngigen Werth hat; und wenn man diesen Werth mit B bezeiehnet, so bekommt man

216) g—v.(vg{-p).%’i:B

14
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wihrend zwischen 4 und B die ganz bestimmte Gleichung
217) (4, B)=0

stattfindet. Wenn man Gleichung 214) mit » multiplicirt, und das sich ergebende Produkt zu
216) addirt; so bekommt man

218) (y—B) + (e—A4) .2 =0

Hiermit lat man eine erste Stammgleichung, in welelher zwar zwei Integrations-Constanten
A und B vorkommen; weil aber 4 und B in der durch 217) ausgesprochenen Abhingigkeit
zu einander stehen, so kann man entweder A oder B aus 218) eclimmiren, und eine erste
Stammgleichung mit nur einem Integrations-Constanten herstellen.

Um nun die Gleichung 218) weiter behandeln zu kénnen, muss man fiir » den Ausdruck
11) zuriickfithren; und dabei geht 218) iiber in

219)  (y—B) —(@—d) . p=((—B) . p + (@—D)  VE . (1+p7) — |

Mit dieser Gleichung verfalire man jetzt weiter, wie mit Gleichung 203) im vorigen §: so
bekommt man das Urintegral

220) FAVy—B'+ @A) =r+ E

Hier erscheinen sogar drei Integrations-Constanten A, B, E, withrend die vorgelegte Differen-
tialgleichung 209) nur von der zweiten Ordnung ist. Weil jedoch 4 und B in der durch 217)
ausgesprochenen Abhiingigkeit zu einander stehen, so kann man entweder 4 oder I3 elimi-
niren, und eine Urgleichung mit nur zwei Integrations-Constanten herstellen.

Vergleicht man jetzt die Gleichungen 208) und 217) mit einander, so erkenut man, dass
zwischen A und B dieselbe Relation stattfindet, wie zwischen r und y. Man kann also statt
der Integrations-Constanten 4 und B auch die zur vorgeschriebenen Diakanstika gehérigen
Coordinaten ¢ und Yy setzen; und dabei geht 220) iiber in

221) F2.V(y—y)' + @—r)y=a+ E
oder in
(r . B l‘__EYl :
C)’.‘)C)) ) 21 (y—1)? —
- 1 \9 R 1 .
(,1-.-_1) - (x+ E)? oy -+ EF
(Man vergleiche den Zusatz am Iinde des §'s, wo der Werth 2 = — 1 besprochen

werden wird.)
Alle hierdurch dargestellten unendlich vielen Curven-Schaaren bestehen sonach entweder
aus konischen Ellipsen oder aus konischen Hyperbeln, je nachdem 2* > 1 oder 2* << 1 ist.
Die Hauptaxen aller dieser Ellipsen oder Hyperbeln laufen in der LEntfernung y =y mit

der Abscissenaxe parallel, sind also auch mit den urspriingliehen Lichtstrahlen parallel. Die

21, x+ L . . 2. y+E
/_,("JL] 2. und diec Nebenaxen sind = f--tﬁ(i ).
Sl ‘ A2—1

o . o 5 o . A.oap—F
Die Abscissen der beiden Scheitel sind ~—=——
497

HHauptaxen selbst sind = .
A.vr+ FE :
und »71’_——1—: dagegen haben beide

Scheitel eine gleich lange Ordinate, ndmlich y = .
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Der eine Brennpunkt ist bestimmt durch die beiden Coordinaten r und vy, und der andere

durch die beiden Coordinaten (1 4+ - (H—l—)) und .

(;-HE)

— 1st.

Daraus folgt, dass die Excentricitit =

Vergleicht man die in §. 15 hergestellte Glei('hung 207) mit der hier gefundenen Glei-
chung 222), so erkennt man, dass, wie sich dort die gebrochenen Lichtstrahlen in dem vor-
geschriebenen Brennpunkte (g, ) coneentriren mussten, hier die gebrochenen Lichtstrahlen
sich im Brennpunkte (r, y) concentriren, d. h. jeder einzelne Punkt der hier vorgeschriebenen
Diakaustika & (r, y) = 0 ist ein Brennpunkt zu irgend einer der durch Gleichung 222) dar-
gestellten Ellipsen oder Iyperbeln. Desshalb ist unter allen diesen Ellipsen oder Hyperbeln
keine einzige im Stande, von der vorgeschriebenen Diakaustika mehr als einen einzigen Punkt
zu erzeugen, d. h. keine einzige der hier gefundenen Ellipsen oder Hyperbeln ist die gesuchte
Refractions-Curve. Man muss daher untersuchen, ob unter diesen unendlich vielen Ellipsen-
Schaaren oder Hyperbel-Sehaaren solehe Reihen stetig neben einander liegender Ellipsen (oder
Hyperbeln) vorkommen, die sich so schneiden, dass die dadureh entstandenen Durchschnitts-
linien auch noch der vorgelegten Differentialgleichung 209) geniigen. Weil aber diese Diffe-
rentialgleichung eine der zweiten Ordnung ist, so muss jede Durchschnittslinie (§. 4) eine
solehe Grinz-Curve sein, welche in allen ihren Punkten mit irgend einer der sich schneiden-
den Ellipsen (oder lyperbeln) eine Bertihrung der zweiten Ordnung eingeht. — Die Griinz-
Curven der zweiten Ordnung werden aber, wie in der analytischen Geometrie noch nither
auseinander gesetzt werden muss, durch das einfach singulire Urintegral dargetellt;
und dieses kann bekanntlich auf drei verschiedenen Wegen ermittelt werden.

Erste Methode. Wenn man das einfach singuldre Urintegral aus dem allgemeinen
ableiten will, so ist dessen in Gleichung 221) aufgestellte Form die bequemste. Nun beachte
man, dass die Integrations-Constanten von 2 und von y unabhingig sind bei allen sich schneiden-
den Ellipsen (oder Hyperbeln): und wenn man in dieser engen Beziehung die Gleichung 221)
differentiirt, so bekommt man

223) dy — (J—x» + V(z—x;- iy—l).‘-’

Dagegen miissen die Integrations-Constanten Functionen von a sein bei allen Grinz-Curven ;
und wenn man in dieser weiteren Beziehung die Gleichung 221) nach allem differentiirt, so

bekommt man jetzt

224) A Aoy F VO s b
dx * . (y—)
n . g o pu—
(¥—v) - ‘,,l. + (¥—1) dy V(.v- 11- aF z/—n, dI
- b) tode 2. u—h; C o dr
Damit aber ans 223) und aus 924) §1ch fiir 5% zwei ebenformige Ausdriicke ergeben knnen,

muss die Gleiehung

035) (=) . %4 —0) L FL (e ) L=

03]

+

stattfinden. Differentirtman die Gleichung 223) noch einmal sowoll nach allem explicit als auch

nach allem implicitin y, r,y enthaltenenz; so bekommt man neben der Gleichung 225) auch noch

O“"’

226)  ((x—1) = 2. V@—p'+@—y)) - (1—y) — (@) . i‘l’) L =0
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Daraus kann aber nur folgen

997 oy 4

227) y—y) — (=) =0
und hiermit wird diejenige Grade dargestellt, welche durch den Punkt (z, y) der gesuchten
Refractions-Curve geht, und zugleich die zum Punkte (r, y) der vorgeschriebenen Diakaustika
gehorige Tangente ist. Jede Diakaustika ist ja, wie schon im §. 1 anseinander gesetzt wurde.
eine einhiillende Grinz-Curve.

Elimiuirt man jetzt mittels 227) die Differenz (y—1y) aus 225), so fillt auch die Differenz
(z—1) mit hinweg; und 225) geht iiber in

(e +dy) F 5. (Vdr+dy) . dE=0
oder 1n
A Vde? + dy* ¥ dEE= 0
Daraus folgt
dE = + 1 . Vd® + dy

oder

o
o

28) E=FK+ A [Vde T &y
wo K ein Integretions-Constanter ist. Gleichung 221) geht also iiber in
0) 1 Vo4 ==+ Kz 2. [VIET dy

Mit dieser Gleiehung muss man aber noch folgende drei

o
(8]

dy

227) (y—y) — (@—p) . 5 =0
208) 3 (rp) =0

99 d. % dy
230) TR e

verbinden, d. . man muss die in 229) angezeigte Integration ausfiihren, und sodann die drei
Bestandtheile r, vy, dy eliminiren. Dabei fillt auch dy mit hinweg, und es ergibt sich eine
Gleichung zwischen x und y und dem Integrations-Constanten K. Diese neue Gleichung ist
aber cin einfach singulires Urintegral zu 209); und durch dasselbe ist, wegen des Inte-
grations-Constanten K, eine Reihe stetig aufeinander folgender Refractions-Curven dargestell,
von welchen allen, sobald die urspriinglichen Lichtstrahlen parallel mit der Abscissenaxe aut-
fallen, die bestimmt vorgeschriebene Diakaustika & (¥, y) = 0 erzeugt wird.

Ziweite Methode. Zu dem einfach singuliiren Integral kanu man auch mittels der
ersten Stammgleichung gelangen. Man beachte also wiederum, dass die Integrations-
Constanten von zz und von y unabhingig sind bei allen sich schneidenden Ellipsen (oder Hyper-
beln); und wenn man in dieser engen Bezichung die Gleichung 218) differentiirt, und dabei

sich erinnert, dass » diesmal nichts als ein mit p versehener Ausdruck ist; so bekommt man

231 ) @ _ _ (e4p)

lv dy
b (e—d) . W

Dagegenmiissen die Integrations-Constanten Functionen von 2 sein bei allen Griinz-Curven; und

wenn man in dieser weiteren Bezichung die Gleichung 218) nach allen w differentiirt, so b ekommt

dB
dp __ (v+p) it dA
232 e v @ de

(x—4) . o (x—) .

man jetzt

dp
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Damit aber aus 231) und 232) fiir 2 zwei ebenférmige Ausdriicke sich ergeben kimunen
/ dr S el )
muss die Gleichung
dD

233) ~+ =0

dA

stattfinden. Nun folgt aus 217) die Differentialgleichung

-—t)'{) (lA’l} —l" dng' ﬂ

ol ey -)
dA dB " d4 L

und wenn man aus den vier Gleichungen 217), 218), 233), 234) die drei Bestandtheile

dB qs s - .
A, By 27 eliminirt, so bekommt man endlich
R y+o.x=¢@)

wo die Form des Ausdruckes ¢ (z) abhiingig ist von & (4, I) = 0. Hier hat man fiir ¢ noch
den Ausdruck
PV (14p2)—1

L—p V2 (1479 —1

zuriickzufiihren , und die sich ergebende Differentialgleichung erster Ordnung zu integriren.
Dadurch gelangt man zu der nimlichen mit #,y und dem Integrations-Constanten A" versehenen
Urgleichung, wie bei der ersten Methode.

Dritte Methode. Lisst man die Gleichung 213), d. h. die Gleichung

9213 o& D
213) ) cam =0

o)
solche der ersten Ordnung aufsuchen, von welcher die beiden Gleichungen 209) und 213)

gelten, so hat man jetzt eine Differentialgleichung zweiter Ordnung; und man muss eine

zugleich erfiillt werden. Dic hier aufgesuchte Differentialgleichung erster Ordnung wird aber
genau wieder die Gleichung 235) sein, durch deren Integration sich also auch die ndmliche
mitz, y und dem Integrations-Constanten A versehene Urgleichung ergibt, wie bei der ersten
Methode.

(Man vergleiche die dritte Methode, in §. 17, §. 18, §. 19.)

Ziusatz. Alle hier in §& 16 befindlichen refractorischen Resultate gehen, wenn man

4 = — 1 setzt, wieder in die reflexorischen (§. 6) iiber. Bei A = — 1 bekommt aber die
Gleichung 222) Null in den Nenner, und dabei verliert die Gleichungsform 222) ihre Gitltig-
keit. Desshalb muss man — 1 statt 4 schon in 221) einsctzen, und erst alsdann darf man

umformen , wodurch sich wieder die Gleichung 37) ergibt.

Beispiel 1. Man sucht dicjenige Refractions-Curve, bei welcher die parallel auf sie ein-
fallenden Lichtstrahlen so gebrochen werden, dass die zugehorige Diakaustika die durch
folgende Gleichung

28 ) t)szll.):“

vorgeschricbene semikubische Parabel 1st.

Drenkschriften der mathem.-natuturw, (1. XX, Bd. Abhandl. v.Nichtmitgliedern. it
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Hier bekommt man fiir die gesuchte Refractions- Curve folgende Differentialgleichung der
zweiten Ordnung

dr y2
237) (g/ —v.(0+p). - ) = h . ( + (v+p) . 71?-')
und wenn man differentiirt, so gibt sich weiter

238) — [80. (j—v-(0+p)- ) + 2o+ C+2) G| - Q+ T T p) ) =0

ded

Lisst man die Differentialgleichung dritter Ordnung

2

239) 2 + ZC o — (v+p) - f{-—U; — ()

dy?
celten; so ist (nach § 16) die den beiden Differentialgleichungen 237) und 239) zugleich

geniigende Differentialgleichung erster Ordnung dargestellt durch die Verbindung der beiden
Gleichungen

240) B =h. A

und
241) (y—B) + (x—A4) . v =

Jetzt substituire man fiir » den Ausdruck 11), so setzt Gleichung 241) sich um in
242) (y—DB) — (x—4) . p= ((g/ —-D) . p + (:r—A)) A (=]

und wenn man mit dieser Gleichung weiter verfihrt, wie mit Gleichung 203) in § 15; so ist
das allgemeine Integral durch die Verbindung der folgenden zwei Gleichungen

243) DP=h. A
und
244) FA.V@y—DB) + (x—df =2+ E
oder, was das ndmliche ist, durch die Verbindung der folgenden zwei Gleichungen
245) 1)3 =/,
und
246) ‘ FAVy—y + @) =c+ E

dargestellt, d. h. man hat alle jene unendlich vielen Schaaren konischer Ellipsen oder koni-
scher yperbeln, deren Hauptaxen mit der allen diesen Curven gemeinschaftlichen Abscissen-
axe parallel laufen, und deren einer Brennpunkt im Umfange der vorgeschriebenen Diakau-
stika liegt.

Nun sind die Refractions-Curven als Grinz-Curven der zweiten Ordnung nicht durch
allgemeine, sondern durch einfach singuliire Integrale darzustellen; und diese kann
man, wie sechon im §. 16 vermerkt, auf drei verschiedenen Wegen aufsuchen.

E ste \lethode Wenn man das einfach singulire Integral aus dem allgemeinen ab-
leitet, so specialisiren die in §. 16 aufgestellten zwei Gleichungen 227) und 229) sich diesmal in

247) (y—y) — (@—=p) . Sy =0

unel

248 lr—nY L (—1) - lf/(»k.n‘-’ +9.32)°
24%) ‘(1/—).) +@—t)f=ax+ N+ 2. —5—5—"

27 .17
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Wenn man zuerst die Differenz (y—1) und hierauf die Differenz (x—1) ans 247) und 248)
eliminirt, so bekommt man beziiglich

: — 3 F ANy 92 = 1. -
2‘:!?9) *LkL{r*D — 1"*. — ]X =+ )u o ?Zr) o ‘/4 ) l)— ar 9. ):"
und
o= — 3.1 F AV Ly 9.2 B e I 1 ik T ™
250) - —— 5 A.y.—]-——?+2‘-(E—f__,—w).v‘l.t) + Y.

Durch die Verbindung der drei Gleiehungen 236), 249), 250) hat man, wegen des Integrations-
Constanten A, eine Reihe stetig anfeinander folgender Refractions-Curven, von welchen allen,
sobald die urspriinglichen Lichtstrahlen parallel mit der Abscissenaxe auffallen, die bestimmt
vorgeschriebene Diakaustika v’ = A .* crzengt wird; und weil z und y als Functionen von
r und vy ausgedriickt sind, so konnen alle diese Refractions-Curven mittels der Coordinaten
Ter vorgeschriebenen Diakaustika construirt werden.

Auch ist zu bemerken, dass, je nachdem man aus 236) und 249) entweder das v oder
das 1 eliminirt, im ersten Falle das r und im zweiten Falle das ) als Funetion von z und von
K erscheint; und hiermit ist nachgewiesen, dass die Verbindung der drei Gleichungen 236),
249), 250) ein einfach singuldres und nicht ein einfach particulidres Integral ist.

Zweite Methode. Wenn man das einfach singulire Integral aus der ersten Stamimn-
gleichung ableiten will, so muss man dic zwei Gleichungen 240) und 241) zu Hiilfe nehmen;
und dabei speeialisirt sich Gleichung 235) in

4.7
251) yt+ov.e=—4 .5

Das niichste Geschift ist jetzt, dass man sich iiberzeugt, ob von der Gleichung 251) auch
die 237) erfiillt wird, und ob das zu 251) gehibrige Integral ein einfach singulires oder nur
ein einfach particulires ist. Aus 251) aber folgt der Reihe nach

- 4.%
G RGE —
—t) = Yy = — 0 —
2) Y el e
S. 2 dr
DE i e N T
253) Vi o (”( + 27.z~f>') * dr
= dp de N/ de 2 S.k d2n
204) _]— = 9 Cde ———l : (—) e (1 ' _‘) de?
dx de 9.1 dx 9.0 de?

Wenn man die fir y und p hergestellten Ausdriicke in Gleichung 237) substituirt, so wird
diese identisch, d. h. Gleichung 237) wird von dem zu 251) gehdrigen Integral erfiillt. Wenn
man ebenso die hier fiir p und %ii_ Lergestellten Ausdriicke in Gleichung 239) einsetzt. se redu-
cirt sich diese auf

8.2 dy N ()
25 5)) 0.0t denT

Diese Gleichung trigt aber einen Widerspruch in sich selbst; und somit ist man iiberzeugt,
dass das zu 251) gehirige Integral wirklich ein einfach singulires der vorgelegten Differential-
gleichung 23 7) ist. Um jedoch Gleichung 251) weiter behandeln zu kénnen, muss man fiir

v den (in §. 3 aufgestellten) Ausdruck 11) zuriickfiihren; und dabei geht Gleichung 251) iiber in
256) y— 2 VEQph =t (= p Vi (11 p%) — L)

1—p. VAT(I—r]?}) . ' - P+ ‘/A-’.\I +p2) — 1
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Die letzte Gleichung nimmt eine bequemere Gestalt an, wenn man Zihler und Nenner des
ersten Bruehes mit (p —V2. (14p*)— 1), und wenn man Zihler und Nenner des zweiten
Bruches mit (p —V2.(14+p)— 1)‘2 multiplicirt; denn dadurch bekommt man zunzehst

) (22—1) . (147?) o (= 2.p + VR (1+p) —1)* . (142
‘ (—7\‘-’.1) Viz,(1+4p2 (1—{—])-4) (1+4p%) ' —e7 (12 — 1)2 . (1 + ]1‘«’)2

oder, wenn man in Zihler und Nenner die gemeinschaftlichen Factoren unterdriickt

A2—1 1k - 2
AORT - = O e _— )2 / )2 /) W
267) y e A"-’.(fpz')—f'm_ BT (E—1F ( Zop+VE (L+pY) 1)

Man differentiire diese Gleichung, und ziehe alsdann die beiden ersten Theilsiitze in einen
zusammen. Dadurch gelangt man zu einer Differentialgleichung zweiter Ordnung, wo alle
Theilsitze mit dem gemeinschaftlichen Factor (2)—1/){3. (1 +p*)—1) versehen sind; und wenn
man diesen unterdriickt, so gibt sich

V/- 1—|—1> —1 : A2.(2—1) . >

258 . da: + e = . (7)
) —A2p + V,lh.(l ) = 1 (_ AZp + V“-(Iﬁ‘l’z) - 1)2 ’ 1//‘.2.(1 %) — 1 Z
8.22.7% A2.p.dp
= Te7.(B—1p ° (dp T m)

Daraus folgt dureh Integration

Vi =) — S. A2 %
A2 (14-p2) 1 _Q:'__‘L—*—q_)L— (])__‘/) <1+]):)_1)

—22.p + LV, (1+4p2)—1 27, (42—

und, wenn man o aus 257) und 259) eliminirt,

S.A2. %

260) (V2. (1+p) —1).9=@F—1). L + 5 =y - (p—V72. (1+p)—1)

1 #"_—1) (—2. p+Ve (14 p)—1) Ve (1Y) —1

(Man vergleiche den Zusatz am Ende dieses §'s, wo der Werth 2 = — 1 besprochen
werden wird.)

Durch die Verbindung der beiden Glelchunoen 259) und 260) hat man, wegen des
Integrations - Constanten L, abermals eine Reihe stetig aufeinander folgender Refractions-
Curven, von welchen allen, sobald die urspriinglichen Lichtstrahlen parallel mit der Abscissen-
axe auffallen, die bestimmt vorgeschriebene Diakaustika y* = A.3* erzeugt wird; und weil x
und g als Functionen von p ausgedriickt sind, so konnen alle diese Refractionscurven mittels
ihrer Tangenten construirt werden.

Dass aber aus der Verbindung von 259) und 260) dieselben Curven hervorgehen, wie
aus der Verbindung der Gleichungen 249) und 250); davon iiberzeugt man sich auf folgende
Weise:

[n Folge der drei Gleichungen 223), 224), 225) ist bekannt, dass, es migen die Bestand-
theile x, y, E von z unabhiingig oder von @ abliingig sein, der fiir p helvmgehendc Ausdruck
sich jedesmal auf folgende Form

261) , — —AE) F V=92 g
r= )
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reducirt; und wenn man aus 247) und 261) die Differenz (y—y) eliminirt, so fallt auch die
Differenz (z—px) mit himweg, d. L. die Gleichung 261) geht iiber in

e 2 2
,)6;)) . = 3. F Vi 9.1
e 24

Daraus folgt weiter

3 FAVL N 0.

265 Ve (L4ph) —1 = I ;:;.D
264) p+ VE Qp) — 1= =i

3— Vit 9.0
265) p— V. (fp) — 1= + (4 1)9.}‘ 41;1) - 9.1

Man substituire jetzt die betreffenden Ausdriicke in Gleichung 259), so gehit diese iiber in

— 3. F AVi g0 L 2 /_—q—
3.(A2—1) . g =1L+ 2—1 T 21y - V4 y +

oder, wenn man Alles mit (#—1) multiplieirt, 1n

266) =S F AV 08 (1)L % A, L Ve 49

d.x S

Man substituire anch die betreffenden Ausdriicke in Gleichung 260), so geht diese iiber in

—:.‘_}.,V/,‘- 9.2 S
St '-;I)U) il ol y=WF=1).L + A 5+ ey 49y
h 2 -3 F Z.Vnil)f}*.u;i
LR e —

oder in

267) —PAFLVIRHOE e ) L L F A (2 —) Ve y 9.0

2N 6 273)

Wenn man hier noeh A statt (A*—1). L setzt, so fallen dic Gleichungen 266) und 267) genau
mit 249) und 250) zusammen, wie zu beweisen war.

Dritte Methode. Man kann das einfach singuldre Integral auch gewinnen, wenn
man bei Gleichung 238) den ersten Factor zu Null werden, d. h. wenn man die Gleichung

268) 3?;.(3/——7* (v+p). (Z) 20 . (a—!—(z;-{-p) (h)

gelten ldasst. Man dividire 237) in 268), so gibt sich

sv. (I +( +])) rlu) —2. («?/_?’ . (7"{'17)‘%)

oder

269) v.(v4p). Z: = — (2y + 3vx)

o e e dr & = . . .
Man eliminire -~ aus 269) und aus 237), so gibt sich weiter

) 27 . (y+eaf= 3 . (—y—vaf
oder
27]) y—;—w.;c:%—.;‘}
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Nun muss man untersuchen, ob von 271) auch den beiden Gleichungen 237) und 263) zugleich
geniigt wird, und ob das zu 271) gehirige Integral ein einfach singuliires oder nur ein
einfach particuldares ist. Weil aber die Gleichung 271) mit 251) zusammenfillt, so ist
auch der weitere Verlauf der dritten Methode ganz derselbe, wie bei der zweiten.

Zusatz. Wenn man die hier (§. 17) befindlichen refractorischen Resultate dadurch, dass
man A= — 1 setzt, in die reflexorischen (§. 7) verwandeln will; so hat dieses bei der ersten
Methode keinen Aunstand. Bei der zweiten Methode aber bekommen die Gleichungen 257),
258), ete. Null in den Nenner. Man muss also —1 statt A schon in Gleichung 256) einsetzen,
und erst dann darf man integriren , wodurch man wieder zu den Resultaten gelangt, wie hei
der zweiten Methode des §. 7.

S 18
Beispiel 8. Man sucht dicjenige Refractions-Curve, bei welcher die parallel auf sie ein-
fallenden Lichtstrahlen so gebrochen werden, dass die zugehorige Diakaustika die durch
folgende Gleichung
272) Yy =2h.1

vorgeschriecbene konische Parabel ist.
Hier bekommt man fiir die gesuchte Refractions-Curve folgende Differentialgleiching der
zweiten Ordnung

273) (y — v (v4p). i)) — e i (:1' + (v+p)- {;})

und wenn man differentiirt, so gibt sich weiter

o v .2 de dp de . A2y

274) — (z) cy—0" (v+p). o= + ]z,) . (2 +—=.=—(@+p) . z) =0
Lisst man die Differentialgleichung dritter Ordnung

o o d_p dx . 2

,.47:)) & —l'— T W (7) '—L]7) > T 0

gelten; so ist (nach §. 16) die den beiden Differentialgleichungen 273) und 275) zugleich
geniigende Differentialgleichung erster Ordnung dargestellt durch die Verbindung der beiden
(ileichungen

(8]

276) BP=2.h.4

und

277) (y—DB) + (x—4) .o =0
Jetzt substituire man fiir » den Ausdsuck 11), so setzt Gleichung 277) sich um in
218) =B —@—Ad).p=(—B).p+ (@—-4)) . V2. (1+p)—1
und wenn man mit dieser Gleichung weiter verfilirt, wie mit Gleichung 203) in § 15; =0 ist
das allgememe Integral durch die Verbindung der folgenden zwei Gleichungen
279) B=2h.4
und

280) FAVEY—DB) + @—dAf = + E
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oder, was das nimliche ist, durch die Verbindung der folgenden zwei Gleichungen

281) p' = 2h. 1

und
232) FArAN(y—y) + (x—p)° = + I

dargestellt. d. h. man hat alle jene unendlich vielen Schaaren konischer Ellipsen oder koni-
scher Ilyperbeln, deren Hauptaxen mit der allen diesen Curven gemeinschaftlichen Abscissen-
axe parallel Jaufen, und deren einer Drennpunkt im Umfange der vorgeschriebenen Dia-
kanstika hegt.

Nun sind die Refractions-Curven als Grinz-Curven der zweiten Ordnung nicht durch all-
gemeine, sondern durch einfach singulire Integrale darzustellen: und diese kann man, wie
schon in §. 16 vermerkt, auf drei verschiedenen Wegen aufsuchen.

Evste Methode. Wenn man das einfach singulire Integral ans dem allgemeinen
ableitet, so beachte man, dass wie in § 8, so auch hier

— . s y . Vi / o+ V2
iﬁ/dr‘ _*_{h)-: +)_‘_'__T: .lglmt( y+ Vi ,l))

=T 2 %
ist; und so specialisiren sich die (im §. 16 aufgestellten) zwei Gleichungen 227) und 229)
diesmal in

29\ g 14 -
283) (y—y) — (e—1) . T =0

’ — 5 N, B = R . /12 42
c.?.b*l-) + A .‘/(Z/*l),}' —% (.I'A‘L')' = 7], N + A 3 =+ J—] ty L: . ]gn;Lt (,M)'

'_ 2/ = \
Eliminirt man zuerst die Differenz (y—1), und hierauf die Differenz (r—r1) aus 283) und 284),
so bekommt man beziiglich

¢

- / —y & Vi
=N — 2. .lgnat (»—-—’ =27 ~)

/e

—yF AV

285
- )) -

uni
AVRhE / —n £V i):'
=l gy ( R '—)

i D) h

Q2 —yF AV gt - p.(—y F
ET ) L o

Durch die Verbindung der drei Gleichungen 272), 285), 286) hat man, wegen des
Integrations-Constanten K eine Reilie stetig aufeinander folgender Refractions-Cuarven, von
welchen allen, sobald die urspriinglichen Lichtstrahlen parallel mit der Abscissenaxe auf-
fallen, die bestimmt vorgeschriebene Diakaustika y’=24.r erzeugt wird; und weil  und y
als Funetionen von r und y ausgedriickt sind, so kinnen alle diese Refractions-Curven mittels
der Coordinaten der vorgeschriebenen Diakaustika construirt werden.

Auch ist zu bemerken, dass, je nachdem man auns 272) und 285) entweder das y oder
das r eliminirt, im ersten Falle das ¢ und im zweiten Falle das y als Funection von @ und von
K erscheint; und somit ist nachgewiesen. dass die Verbindung der dret Gleichungen 272).
285), 286) ein einfach singulires und nicht ein einfach particuliires Integral ist.

Ziweite Methode. Wenn man das einfach singuliire Integral aus der ersten Stamm-
gleichung ableiten will; so muss man die zwei Gleichungen 276) und 277) zu Iliilfe nehmen;
und dabei specialisirt sich Gleichung 235) 1n

257) Yy v =— o

1 EY
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Das niichste Geschift ist jetzt, dass man sich iiberzeugt, ob von der Gleichung 287) auch
die 273) erfiillt wird, und ob das zu 287) gehérige Integral ein einfach singulires oder nur
ein einfach partieuldres ist. Aus 287) aber folgt der Reihe nach

0Q PO, -
288) Yy =—vx —5

h do
IR — . s =
~59) il Y= (" T 2.z~=) * de
O dp & ilf_i (d_z)l_(‘__ % ) d2v
")O) dr S de »3 ° \de = 2.0%) " de?

Wenn man die fiiv y und p hergestellten Ausdriicke in Gleichung 273) substituirt, so wird

diese identisch, d. h. Gleichung 273) wird von dem zu 287) gehdrigen Integral erfiillt. Wenn
. d . . . . o

man ebenso die hier fiir p und tTf- hergestellten Ausdriicke in Gleichung 275) substituirt, so

redueirt sich diese anf

291) __L_%Z_:O

»3

und weil letztere Gleichung einen Widerspruch in sich selbst triigt, so ist man iiberzeugt, dass
das zu 287) gehirige Integral wirklich ein cinfach singulires der Gleichung 273) ist. Um
jedoch Gleichung 287) weiter behandeln zu konnen, muss man fiir » den (in §. 3 aufgestellten)
Ausdruck 11) zuriickfiihren ; und dabei geht Gleichung 287) iiber in

p+ V. (1472 —1 o 1—p. V2 (14p%) —1

292 y———————— . = TR ey
) Y 1—p V2 (11 —1 B p+V A (14p7) — 1

2]

Diese Gleichung nimmt eine bequemere Form an, wenn man bei beiden Briichen den Zihler
und den Nenner mit (p —V2. (1+p*)— 1) multiplicirt; denn dadurch bekommt jeder Brueh
im Zihler und Nenner den gemeinschaftlichen Faetor (1+p*), welchen man unterdriicken
kann, so dass Gleichung 292 sich reducirt anf

ot e B—1 DR, . e e
293) y e e x= + 5T ( Aop + V2 (14p?) 1)

Man differentiire, und vereinige alsdann die beiden ersten Theilsitze. Dadurch erscheint der
Ausdruck (p——l/)." (1 —|—])"’)——1) als ein der ganzen Gleichung gemeinsamer Faetor; und
wenn man diesen unterdriickt, so bleibt endlich nur

V2 (1492 — 1 22 (A2—1).2
294) allbusplie — . dx + — il >‘°c —— —— . dp
— Bpt V2 (14pY) — 1 (=2 pVi (A p)—1) VR (14p%)—1

=, Y e i),
TRES CvEase -1 !

Daraus folgt durch Integration

V).'-'.(l«rp?)— 1 Ak

x=L++———lgnat (2. p+ VX (15 p)—1
X s e S gnat (4. p+V 2. (11 p) — 1)

2, (A2—1)

'_’9;'))

und wenn man ans 293) und 295) das x eliminirt, so bekommt man weiter
206)
SYRE 2 /32 h o /52 T2 32 oy
(l 2o(l4p') — 1) Cy=F=1). L + R (—/1 p VA (L /))——*l) A pt)—1

4 22 gnat (A p +VE . (1 pf)—1)
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(Man vergleiche den Zusatz am Ende dieses §'s, wo der Werth 2 = — 1 besprochen
werden wird.)

Durch die Verbindung der beiden Gleichungen 295) und 296) hat man, wegen des
Integrations-Constanten L, abermals eine Reihe stetig auf einander folgender Refractions-
Curven, von welehen allen, sobald die urspriinglichen Lichtstrahlen parallel mit der Abscis-
senaxe aunffallen, die bestimmt vorgeschriebene Diakaustika ty’=2A . r erzeugt wird; und weil
« und y als Functionen von p ausgedriickt sind, so konnen alle dicse Refractions-Curven
mittels threr Tangenten construirt werden.

Dass aber aus der Verbindung von 295) und 296) dieselben Curven hervorgehen, wie aus
der Verbindung der Gleichungen 285) und 286); davon iiberzeugt man sich auf folgende Weise:

In Folge der Gleichungen 223), 224), 225) ist bekannt, dass, es mogen die Bestand-
theile 1, y. E von @ unabliingig oder von x abhingig sein, der fiir p hervorgehende Ansdruck
sich jedesmal auf

207) p= kD7 Vie—r? + (y—
A (y—Y)

reducirt; und wenn man aus 283) und 297) die Differenz (y—y) eliminirt, so fallt auch die
Differenz (z—1) mit hinweg, d. h. Gleichung 297) geht iiber in

— A -T—Vh'-' 12

298) W= R

und daraus folgt weiter
299) VE. (1+p) — 1 = =23 20wt
300) (—*.p + VREQL+p) — 1)="0

301) lgnat (A P+ 2. (14 pP) — 1) = Ignat ( (=4=D). ('}’ + Vizry?)

= lgnat (—2—1

)
= lgnat (—2—1) + Ignat (l x Vi )
lgnat (

=)

) —
= lgnat (—A—1) — Ignat (:#1”_)

Man substituire die betreffenden Ausdriicke in Gleichung 295), so bekommt man
bo) b]

—yF/ .VI)'-’ A2 Ak

(A2—1).p = (L + 2 (/l ]01]‘tt (_/1—1)) 7_—1)

2.(42

—y V22
. lgnat (———h—

oder, wenn man Alles mit (A*—1) multlphelrt,

—yFA.Vy2pa2
b -

—3 2 .k —[)+V[)-,x B2
= ((#—1). L + ZL lgnat (—a—1)) — 531 Ignat ((2235)
Man substituire ebenso die betreffenden Ansdriicke in Gleichung 296), so bekommt man weiter

303) = e .y =((/1‘—~1).L + i} lgnat (—).—])) , g_(_ifl)h b2 +22)

302)

]

N/

. lgnat (" FAd, }’2)
— Lol at (ZhE7V A~

h

. , A . {
Wenn man hier noch K statt ((/19—1) . L—{——l gnat (—A— 1)) setzt, so fallen die Gleichun-
gen 302) und 303) genau mit den Gleichungen 285) und 286) zusammen, wie zu beweisen war.

Denkschriften der mathem.-naturw, Cl. XX. Bd. Abhandl. v. Nichtmitgliedern. kk
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Dritte Methode. Man kann das einfach singulire Integral auch gewinnen, wenn man
bei Gleichung 274) den ersten Factor zu Null werden, d. h. wenn man die Gleichung

304) v.y—v'. (v+p) T(Z +h=0
celten lasst. Daraus folgt ‘
305) (+D) = f L

dz

—= hergestellten Ausdruck in Gleichung 273) substituirt,

und wenn man diesen fiir (v +p) . g

so geht diese iiber n

h 2 v.(ox+y) A
—_ — 9 —
( ) h. =

und daraus folgt weiter

]

306) IR =

2z

Nun muss man untersuchen, ob von 306) auch den beiden Gleichungen 273) und 304) zu-
gleich geniigt wird, und ob das zu 306) gchorige Integral cin einfach singulires oder
nur ein einfach particulires ist. Weil aber die Gleichung 306) mit 287) zusammenfillt,
so ist auch der weitere Verlauf der dritten Methode ganz derselbe, wie bei der zweiten.

Zusatz. Wenn man die hier (§. 18) befindlichen refractorischen Resultate dadurch, dass
man A= — 1 setzt, in die reflexorischen (§. 8) verwandeln will; so hat dieses bei der ersten
Methode keinen Anstand. Bei der zweiten Methode aber bekommen die Gleichungen 293),
294) ete. Null in den Nenner. Man muss also —1 statt A schon in Gleichung 292) einsetzen,
und erst dann darf man integriren, wodurch man wieder zu den Resultaten gelangt, wie bei
der zweiten Methode des §. 8.

19.

o

Beispiel 9. Man sucht diejenige Refractions-Curve, bei welcher die parallel auf sie auf-
fallenden Lichtstrahlen so gebrochen werden, dass die zugehirige Diakaustika die durch
folgende Gleichung

307) P4y =R

vorgeschriebene Kreislinie ist.
Hier bekommt man fiir die gesuchte Refractions-Curve folgende Difterentialgleichung
der zweiten Ordnung

anQ o dr 2 ‘ . . deN2 _ g0
308) (‘1 +(v+p) . 710~) L (IJ—7 '(UT]))'TM) =k
und wenn man differentiirt, so gibt sich weiter

5 . . 2 ) dr 5 dp dr . ) diey
309) (%7 y+r Q4+ (vtp) . ’{(.) . (_’ + 0= G —(r+p) .‘d/._;) =0
Lisst man die Ditferentialgleichung der dritten Ordnung

dp d.ao

510) 2+ - — (D). i;) =
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oelten so ist (nach §. 16) dic den beiden Differentialgleichungen 308) und 310) zugleich
geniigende Differentialgleichung erster Ordnung dargestellt durch die Verbindung der beiden

Gileichungen
311) A4+ B =k
und
S (y—DB) + (xz—A) .o =0

Jetzt substituire man fiir 2 den Ausdruck 11), so setzt Gleichung 312) sich um in

(i) =1

/

313)  (y—B)— (@—A4) . p= (y—B) . p + (@—4)) . ¥

und wenn man mit dieser Gleichung weiter verfihrt, wie mit (ileichung 203) in § 155 so ist
das allgemeine Integral durch die Verbindung der folgenden zwei Gileichnngen

314) AP+ B =k
und

315) F 2. V(y—B) + (e—Ap =z + E

oder, was dasselbe ist, durch die Verbindung der folgenden zwei (ileichungen

316) ).‘"’ - 1)2 = [k
und
317) FAVy—y + @)=z + E

dargestellt, d. h. man hat alle jene unendlich viclen Sehaaren konischer Ellipsen oder koni-
scher Hyperbeln, deren Hanptaxen mit der allen unseren Curven gemeinschaftlichen Abscis-
senaxe parallel lanfen, und deren einer Brennpunkt im Umfange der vorgeschriebenen Dia-
kaustika licgt.

Nun sind die Refractions-Curven, als Grinz-Curven der zweiten Ordnung, nicht durch
allgemeine, sondern durch einfach singulirc Integrale darzustellen; und diese kann man.
wie schon in §. 16 vermerkt, auf drei verschicdenen Wegen aufsuchen.

Erste Methode. Wenn man das einfach singulire Integral aus dem allgemeinen
ableiten will, so beachte man, dass, wie in § 9, so auch hier

ngg:‘“’ + dy* = k. arctg —;'—

ist; und so specialisiren sich die (in §. 16 aufgestellten) zwei Gleichungen 227) und 229) dies-

mal in
318) (y—y) + (e—1) . % =0
und
319) F A l//@:—;)"i:}- (y—y)'=2x+ K £ 2. k.arc tg%

Um nun das 2 als Function von ¢ und Y auszudriicken, eliminire man die Differenz (y—y) ans
318) und 319); so bekommt man
F(e—1) . A, 1/;'-‘ + 2

320) i =ax + N+ h.k.arct

X

5

)

oo —
S

Kk *
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Um ferner auch das y als Function von r und Yy auszudriicken, addire man auf der rechten
Seite der letzten Gleichung die identische Differenz (r—r); so gibt sich

F (r—1). .1/2 2 =
321) +(~—5\~3 XY —r 4 (—1)+ K + M. acctg L

Nun fo]gt aus 318), dass
322) (f—1) = — (3—)

und wenn man jetzt die Differenz (z—rt) aus 321) eliminirt, so gibt sich weiter

1

523) ;'t—('”ﬂn'—i'——‘/ﬁj—'i:;—(y—t)).%-{—I(il.k.arctg%

Man kann aber, wegen Gleichung 307), auch A* statt (r*41°), und folglich auch & statt Vy* + y*
setzen; und so kann man 320) und 323) umformen in

324) #.a’:]&'?l /u.(—-—'lr(t ))
und

325) ;Eg_’-_-i,y:_]{_’f Aok (5 +arctg £)

Durch die Verbindung der drei Gleichungen 307), 324), 325) hat man, wegen des Integra-
tions-Constanten K, eine Reihe stetig aufeinander folgender Refractions-Curven, von welchen
allen, sobald die urspriinglichen Lichtstrahlen parallel mit der Abscissenaxe auffallen, die
vorgeschriebene Diakaustika r* 4 t* = £ erzeugt wird; und weil z und y als Functionen
von r und y aunsgedriickt sind, so kénnen die Refractions-Curven mittels der Coordinaten der
vorgeschriebenen Diakaustika construirt werden.

Auch ist zu bemerken, dass, je nachdem man aus 307) und 324) das y oder das r elimi-
nirt, im ersten Falle das r und im zweiten Falle das y als Function von  und K erscheint;
und somit ist nachgewiesen, dass die Verbindung der drei Gleichungen 307), 324), 327) ein
einfach singulires und nicht ein einfach particulires Integral ist.

Ziweite Methode. Wenn man das einfach singuldre Integral aus der ersten Stamm-
gleichung ableiten will, so muss man die zweir Gleichungen 311) und 312) zu Iliilfe nehmen;
und dabei specialisirt sich Gleichung 235) in

326) y+o.e=5k. Vit

Das niichste Geschiift ist jetzt, dass man sich iiberzeugt, ob von der Gleichung 326) auch die
308) erfiillt wird, und ob das zu 326) gehdrige Integral ein einfach singuldres oder ein ein-
fach particuldres ist. Aus 326) folgt der Reihe nach

327) 3/:—2).3:?/&.]/1—}—02
k.o d»
20Q . . a
328 ) = — 7 (._ @ m.) 2
) 1 + * Y1 o2 dr
ip de k.o d2r k de 2
‘.)V)g (— I C) i (——— : + T ) - 3 + (V1 (7 77)
8 s = I X . N3 e
) d.e die + + Vi 4 22 dx? + (V1+v'~’)‘ da

Wenn man die hier fiir 7 und p hergestellten Ausdriicke in Gleichung 308) substituirt, so
wird diese identisch, d. h. Gleichung 308) wird von dem zu 326) gehirigen Integral erfiillt.
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Wenn man ebenso die hier fiir p und —31;— hergestellten Ausdriicke in Gleichung 310) substi-
tuirt, so redueirt sich dieselbe auf

o — k dv

{)30) + —(m; 0w — 0
und weil letztere Gleichung einen Widerspruch in sich selbst trigt, so ist man iiberzeugt, dass
das zu 326) gehorige Integral wirklich ein einfach singulires der Gleichung 308) ist. Um
jedoch Gleichung 326) weiter behandeln zu konnen, muss man fiir » den (in §. 3 aufgestellten)
Ausdruek 11) zuriickfiihren; und dabei geht Gleichung 326) iiber in

331) g 2EVE G- g L P

: ‘ 1—p V& (14p%) — 1 1—p. VB (1) —1

Diese Gleichung nimmt eine bequemere Form an, wenn man bei beiden Briichen Zihler und
Nemner mit (p — V2 . (1+p*) — 1) multiplicirt; denn dadurch bekommt man
(p— Viz. (1499 — 1) . (145}

22-1) . (1 4p2
332) y — e o 2 ) =+ A. k. . - :
(=2 p+ V2. (1) —1). (1499 (—2.p+ V2. (1) — 1) . (122
oder, wenn man im Zihler und Nenner den gemeinschaftlichen Factor (14 p°) unterdriickt,
2—1 —Vie (1+p2)— 1
333) gy — L =+ k., L U
: _23,p+1f21.(11—p3)—1 — A2 p+ V. (14+p%) —1
Man differentiire, und ziehe hierauf die beiden ersten Theilsitze zusammen, so gibt sich
p—Vi2 (14p2)—1). V2. (1+p2) — 1 22— . (p—Y2. 0+pH)—1) .
334) (p -V (wp) D) Voo (e de + ( i - (1479 c . dp
p VR (1) —1 (— P+”~Uﬂw—0 ﬁ-uﬂw~1
— Vi, (1 )2 __1
— 2 .p+ V}- (1 Fl") —1,
oder, indem man diese ganze Gleichung mit (p — V2 . (14 p?) — 1) dividirt,
1/‘3 - a-p2) — 2, i2—1) . :
33.")) (1 )___i . dx + ” . (A _) - — (]1)
— R g+ VR (113 — 1 (m2.p+ VB (1rp)—1) V2 (1424 —1
1 y— V2, (1+4p2) — 1
:i— )\.k. _______‘.(l( ! (i._,___.,—_)
p =V (11ph) —1 — 2. p+ VR(1rpH)—1

Diese Gleichung ist intégrabel, und liefert ohneweiters

336)

VH'“L.&;:L + A./c.(—’l—n— +/—_—T_—_:{i]1 __;)
—#p + VR (1) —1 —Rpt+ VR ) —1 (p— Viz (1427 — 1) V2. (L9 — 1
Nun multiplicire man Zihler und Nenner des noch nicht integrirten Theilsatzes mit
(p + V2. (1+pH — l), s0 bekommt man

/ dp . 1 dp n p.dp )
(p—Viz . (1495 —1) Va2 (112%) — L sl T2 0 a4 VE . (1Y) — 1

T o (arctg]) + arctg V. (14-po) — 1)

o 1 are to 2T Vit (1op?) — 1
—_— T . ¢ e
- S 1—p VR (1) — 1
1 ¢ A2 1
= — — . arc te
23— 1 = — 1»1—‘//" (l-fp)-—l

-—-(A-—l)

1
= 4+ ' aretg
=1 = —/'."-'.}%[’/-./ %) — 1
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und Gleichung 336) geht iiber in

Viz (1+p2) —1 o f 1 1 — (=T
337) e =1L + k. —— 4 —— .aretg —)
= Bop4r V(05 = 1 —2p+Viriapy—1 A1 ~2p VR (t1p?) — 1

und wenn maun x aus 333) und 337) eliminirt, so gibt sich weiter

Va2, (14p2) —1 ik . — (22—1
338) ,_,—1} / J = L __ 5 ]) + arc t" __)__.:
=1 A= — R p+ V22, (14p)—1
(Man vergleiche den Zusatz am Ende dieses §'s, wo der Werth 2 = — 1 besprochen

werden wird.)

Durch die Verbindung der beiden Gleichungen 337) nnd 338) hat man. wegen des
Integrations-Constanten L, abermals eine Reihe stetig aufeinander folgender Refractions-Curven,
von welchen allen, sobald die urspriinglichen Lichtstrablen parallel mit der Abscissenaxe
auffallen, die bestimmt vorgeschriebene Diakaustika 1* + y* = A* erzengt wird; und weil
a und y als Functionen von p ausgedriickt sind, so kinnen alle durch die Verbindung von
337) und 338) dargestellten Refractions-Curven mittels ihrer Tangenten construirt werden.

Dass aber aus der Verbindung von 337) und 338) dieselben Curven hervorgehen, wie
aus der Verbindung der Gleichungen 324) und 325); davon iiberzeugt man sich auf folgende
Weise:

In Folge der Gleichungen 223), 224), 225) ist bekannt, dass, es migen die Bestandtheile
L, Yy, F von x unabhiingig oder von « abhingig sein, der fiir p hervorgehende Ausdruck sich
jedesmal auf

— A (=) F V(e—1)? + (y— )2

300) pP = )
reducirt; und daraus folgt, dass

340) a (1 _H,*)‘__—l . —(n—n%(;”—r. - (y—b2 .
und

341) — 2. pHVE (L4p)— 1=

ist. Nun folgt aus 318), dass

342) —y) = —(@—1). 5
und sonach gehen die drei Gleichungen 339), 340), 341) beziiglich iiber in

344) V. (l+p)—1= —bF 1_;1/1;‘+u3 _ —:)_:rr). k
345) — 2. p+VE (4p) —L=—(F=1). 7

o -

Man substituire jetzt die betreffenden Ausdriicke in Gleichung 337), so geht diese iiber in

-—l)+} Ak by 1‘)
S areto =
=) =L F 5. (l) aretg ¢

oder, wenn man Alles mit (){“’——1) multiplicirt, in

346) M.ar:()ﬁ’-—l)l).;&.k.(%

arctg £)
b arctg Y
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Wenn man ebenso die betreffenden Ausdriicke in Gleichung 838) substituirt. so geht diese

iiber 1

—yTF A ALk b ke o dks Lo
——(’"'——. Y= L+ i TE—1 (T aE 7.1 =F al(tg l))
oder, wenn man Alles mit — (2*—1) multiplicirt, in
DI Bad =0 + Aok - R 2 . (o )i
347) : Ly =— (F—1). L—T‘ﬂ—) k (l zu(t},rrn)

Endlich setze man noch A anstatt (*—1) . L, so fallen die Gleichungen 346) und 347) genau
mit 324) und 325) zusammen, wie zu beweisen war.

Dritte Methode. Man kann das einfach singulire Integral auch gewinnen, wenn man
bei Gleichung 309) den ersten Factor zu Null werden, d. h. wenn man die Gleichuny

318) —» . y+a+ (1+2Y). (r4+p) . :;7' =0
gelten lisst. Daraus folgt
9 du »Loy—r
049) (U —*_Zj) i l 2
and wenn man diesen fiir (v+p) . 5- hergestellten Ausdruck in Gleichung 308) substituirt,

so geht diese iiber in
(!/'1‘ (AN '2-—-(1-'—1 ).

und daraus folgt

350) y+o.o=7Fhk. V1 2

Nun muss man untersuchen, ob von 350) auch den beiden Gleichungen 308) und 348) zu-
gleich geniigt wird, und ob das zu 350) gehirige Integral ein einfach singuldres oder nur
ein einfach particulires ist. Weil aber die Gleichung 350) mit 326) zusammenfillt, so ist
auch der weitere Verlauf dieser dritten Methode ganz dersclbe, wie bei der zweiten.

Zusatz. Wenn man die hier (§. 19) befindlichen refractorischen Resultase dadurch, dass
man A = — 1 setzt, in die reflexorischen (§. 9) verwandeln will; so hat dieses bei der ersten
Methode keinen Anstand. Bei der zweiten Methode aber bekommen die Gleichungen 332),
333) ete. Null in den Nenner. Man muss also — 1 statt 2 schon in Gleichung 331) einsetzen,
und erst dann darf man integriren, wodurch man wieder zu den Resultaten gelangt, wie bei
der zweiten Methode des §. 9.

Zwetter Abschnitt.

Bestimmung der Refractions-Curven fiir von einem leuchtenden Punkte herkommende Liehtstrahlen.

Man sucht diejenige Refractions-Curve. bei welcher die von einem leuchtenden Punkte
lerkommenden Lichtstrahlen so gebrochen werden. dass die Diakaustika sich In emem ein-
zigen Punkt (Brennpunkt) zusammenzieht.

Man richte das Coordinatensystem der gesuchten Refractions-Curve so em, dass die
Abscissenaxe durch den leuchtenden Punkt geht; und wenn dabei die Coordinaten des vor-
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geschriebenen Brennpunktes die festen Werthe g und f) haben, so specialisiren sich fiir die-
selben die Gleichung 9) und 10) beziiglieh in
351) g=a 4+ (2+p).

d v

352) h=y—v.(@+p). fj}
und jede Curve, welche diesen beiden Differentialgleichungen zweiter Ordnung zugleich
geniigt, hat die in der Aufgabe verlangte Eigenschaft.

Das nichste Gesehift ist nun, eine erste Stammgleichung aufzusuchen, welche diesen
beiden Differentialgleichungen zweiter Ordnung zugleich geniigt; und wenn man hier wie in
§. 15 verfithrt, so bekommt man

353) (y—b) + (x—g) . v =0

Diese erste Stammgleichung enthilt keinen Integrations-Constanten; denn nur so kann sie,
wie man bereits in § 15 ersehen hat, den beiden vorgelegten Differentialgleichungen 351)
und 352) mwleieh geniigen. Um aber die Aufgabe weiter durchfiihren zu kénnen, muss man
fiir » den in §. 3 befindlichen Ausdruck 12)

—((‘v—y)+y-10)-r+l/12-((«v—y P+ . ( +p)—((b—g ty. p)

+ (@—g)+y.p)+p. V2. (w»—w +82) . 4P — (=3 + v . )’

in welchem durch g die Abscisse des leuchtenden Punktes dargestellt ist, zuriickfithren. Dabei
geht Gleichung 353) iiber in

354) (@—g) . p — @—0) - (z—9) + v ) . N
= ((2—g) + =) . p) - V2 . (@—9)* + ) - 1 +p) — (@—9) + 9 - p)

Nun erhebe man beiderseits auf das Quadrat, so ergibt sich eine Gleichung, welche man anf
folgende Weise anordnen kann:

(e—a)*+ =) - (@—9) + 7 - p)" (1 42 = ((2—g) + (y—1) - )" 2. (1 + ) (@—9)* + ¥)

und daraus folgt weiter

RSz (x—g) + y . e (x—g)+(y—b) . p
355 o2 n LY =g+ @b .2
) Vie—gp st T A Vie—p? + —b? — 0
Diese Gleichung lidsst sieh ohneweiters integriren und liefert
356) Vie—g) + 9 F 2. Vie—g) + y—bhy'=G

Das den Differentialgleichungen 351) und 352) gemeinsame Urintegral ist hier nur mit einem
und nicht mit zwei Integrations-Constanten versehen. Die Ursaehe ist schon bei Gleichung
207) angegeben.

Die hier gefundene Refractions-Curve ist im Allgemeinen eine Curve des vierten (irades,
weleher sich aber auf den zweiten erniedrigt, wenn G = 0 ist.

Um jedoch der Gleichung : 56) eine geometrische Bedeutung abzugewinnen, beachte
man, dass der Ausdruck V(Jc——g) + y* der vom leuchtenden Punkte, und dass der Ausdruck
Vie—g)* + (_//—[)) der vom vorgeschriecbenen Brennpunkte (g, h) nach irgend einem Punkte
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der gefundenen Refractions-Curve gezogene Leitstrahlist. Unsere Curve hat also in jedem ihrer
Punkte die Eigenschaft, dass die zwei zusammengehdrigen Leitstrahlen in einer von den Coor-
dinaten unabhiingigen Bezichung zusammen stchen.

Zusatz. Die fiir die Refractions-Curve gefundene Gleichung 356) geht, wenn man
4 = — 1 setzt, wieder iiber in die fiir die Reflexions-Curve gefundene Gleichung 159). Als-

dann darf aber, wie schon (in § 10) auseinandergesetzt ist. bei dem Doppelzeichen nur das

obere genommen werden.

5}

8. 21.
Man sucht diejenige Refractions-Curve, bei weleher die von einem leuchtenden Punkte
herkommenden Lichtstrahlen so gebroehen werden, dass ihr eine bestimmt vorgeschriebene

Curve als Diakaustika zukommt.
Auch hier richte man das Coordinatensystem so cin, dass die Abscissenaxe durch den
lenehtenden Punkt geht; und wenn sich dann fir die vorgeschriebene Diakaustika die

bestimmte Gleichung
357) ) (xa t}) =0

ergibt, so hat man fiir ¢ und vy die Ausdriicke 9) und 10) einzufithren; und man bekommt fiir
die gesuchte Refractions-Curve folgende Differentialgleichung der zweiten Ordnung

dr

) r—e-toen) -2 =0

dw

358) & {(;1' + (v 4+ p)

Man bediene sieh anch hier der schon im §. 16 angewendeten Abkiirzungszeichen ) und £,
und differentiire 358); so bekommt man aunch hier

ar( ‘(lgf\\" . '({n({\\' (‘:) ‘(1114 (l.?,' . , 2 (i
359) (m_: Tetan ) = de " de (v+p) - ) =1

Dieser Gleichung wird aber geniigt, entweder wenn

. dp dx d?y
a —
360) - —rl.n— . E'— — (U —*—])) . W - ()
oder wenn

o do?\' (IR%'

. -, — =

361) 0 P oot 0

Die Differentialgleichung 360), welche von der dritten Ordnung ist, fiihrt hier ebenso, wie in
§. 16, zu folgender Verbindung zweier Gleichungen:

362) §(4,B) =0
und
363) (y—DB) + (x—A) .o =0

Die Verbindung dieser beiden Gleichungen ist die erste Stammgleichung zn 358); und weil
A und b in der durch 362) ausgesprochenen Abhiingigkeit zu einander stehen, so kanm man
entweder 4 oder B aus 363) eliminiren, wodurch man eine erste Stammgleichung mit nur
cinem Integrations-Constanten bekommt.

Denkschriften der mathem..natuturw. Cl. XX. Bd. Abhandl. v. Nichtmitgliedern. 1l
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Un nun die Gleichung 363) weiter behandeln zu kénnen, muss man fiir » den 1m & 3
hefindlichen Ausdruck 12) zoriickfiithren; nn abel geht 363) iiber in
befindlichen Ausdruck 12 kfiiliren; und daber geht 363) iib

364) ((n'—:l) .])——(y—vB)) . ((T»—r]) + . 2))

— () + 0—B) 1) - VP (e + 7 (I~ () + 4 BT

Mit dieser Gleichung verfahre man jetzt weiter, wie mit Gleichung 354) in & 20; so bekommt

man die Urgleichung

365) Ve—gP+yF 4. V(

A + (y—Br =G

Hier erscheinen sogar drei Integrations-Constanten A, B, G, withrend die vorgelegte Ditferen-
tialgleichung 358) nur von der zweiten Ordnung ist. Weil jedoch A und B in der durch 362)
ausgesprochenen Abhiingigkeit zu emander stehen, so kann man entweder A oder B eliminiren,
und eine Urgleichung mit nur zwei Integrations-Constanten herstellen.

Vergleicht man jetzt die Gleichungen 357) und 362) mit einander, so erkennt man, dass
zwischen .1 und I3 dieselbe Relation stattfindet, wie zwischen r und y. Man kann also statt
der Integrations-Constanten A und /3 auch die zur vorgeschriebenen Diakaustika gehorigen
Coordinaten r und y setzen; und dahei geht 365) iiber in

366) Vie—g): 4+ F 2. V@e—r)}+ (y—y) =G
Die hier gefundene Gleichung stellt also im Allgemeinen Curven des vierten Grades dar,
welcher sich aber auf den zweiten erniedrigt, wenn G- = 0 ist.

Vergleicht man die (im §. 20 befindliche) Gleichung 356) mit der hier gefundenen
Gleichung 366), so erkennt man, dass, wie sich dort die gebrochenen Lichtstrahlen in dem
vorgeschriebenen Brennpunkte (g, ) concentriren mussten, hier die gebrochenen Lichtstrahlen
sich im Brennpunkte (r, §) concentriren, d. h. jeder cinzelne Punkt der hier vorgeschriebenen
Diakaustika § (r, y) = 0 ist ein Brennpunkt zu irgend einer der durch 366) dargestellten
Cuarven. Somit ist unter allen diesen Curven keine einzige im Stande, von der vorgeschrie-
benen Diakaustika mehr als einen Punkt zu erzeugen, d. h. keine einzige der Lier gefundenen
Curven ist die gesuchte Refractions-Curve. Man muss also untersuclien, ob unter den, durch
366) dargestellten, unendlich vielen Curven-Schaaren solche Reihen stetig nebeneinander
liegender Curven vorkommen, die sich so schneiden, dass die Durchsclinitts-Curven auneh noch
der Differentialgleichung 358) geniigen, und zugleich in allen ihren Punkten mit irgend einer
der sich schneidenden Curven eine Beriihrung der zweiten Ordnung eingehen. Alle diese
Durchschnitts-Curven sind also Griinz-Curven der zweiten Ordnung, und werden, wie in der
analytischen Geometrie niher nachgewiesen werden muss, dirch das einfach singulire
Integral dargestellt. Dieses kann bekanntlich auf drei verschiedenen Wegen ermittelt werden.

Erste Methode. Wenn man das einfach singuliire Integral ans dem allgemeinen
ableiten will, so beachte man, dass die Integrations-Constanten von « und von y unabhiingig
sind bei allen sich schneidenden Curven; und wenn man in dieser engen Beziehung die
Gleichung 366) differentiirt, so bekommt man

RN dy Ao (e—1) . Vie—g + 2 F (v—g) . Vie—1) + (y—0)*
.5()4} fl‘~:—— - e — - — —
e

Ao(y—y) . YVie—yg)? 2 F og.Vie 12+ (y—b)?
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Dagegen miissen die Integrations-Constanten Functionen  von sein bei allen Grianz-Curven; und
wenn man in dieser weiteren Bezichung die Gleichung 366) nach allem « differentiirt , so

bekommt man jetzt
‘)68) dy  (e—1) . V(l— 2 4 z/-’ F (v—g) . V m
s A (y—y) . V(Jv—y) Ty V=1t (y—y)p
u—m——+u—n~~ Vie—p)? + (y—yp) 2% -
( ’l ) ( ) ‘/(,L \’ "/g

: (Jf—s) : Vtw 9t Fy . Vie—p? + (=P

: 5 o e G c 0 - dy . bos . . ..
Damit aber aus 367) und 368) sich fiir ﬁ zwel ebenférmige Ausdriicke ergeben kisnnen, muss

die Gleiclumg

d@

. d d = .

369) 2.(p—n.-F+@p). . £FVe—+G0) F=0
statttinden. Differentiirt man die Gleichung 367) noch einmal sowohl nach allem explicit als
auch nach allem implieit in g, £, y enthaltenen x; so bekommt man neben der Gleichung 369)

auch noch
370)

2 (=) — @=1) - D) ((e=9) - &=p) + 3 (=) F (Ve—9)* + ) - V=] + (-)") . & =0
Daraus kann aber nur folgen

371) (=) — (2—p) . 5 =0

and hiermit wird diejenige Grade dargestellt, welche durch den Punkt (z, y) der gexuchten
Refractions-Curve geht, und zugleich die zum Punkte (r,y) der vorgeschriebenen Diakaustika

cehirige Tangente ist. Jede Diakaustika ist ja, wie schon im §. 1 auseinander gesetzt wurde.
eine einhiillende Griinz-Curve.

Eliminirt man jetzt mittels 371) die Differenz (y—1) aus 369), so fillt auch die Differenz
(x—7) hinweg; und 369) geht iiber in

Ao (de® + dy?) 7= (V dr* + (Zj IG=0

oder in

A.IJxTi»(lt)? F odG =0
Daraus folgt
A0 = + 4. Vde® + dy
oder
572) (=K + A fVd*+ dy

wo A ein Integrations-Constanter ist. Gleichung 366) geht also iiber in

373) V(e—g) +* T 2. V(@e—1p)® -+ (y—y)’ =K + 2. fVd* + dy’
Mit dieser Gleichung, wo bei den Doppelzeichen durchweg die oberen und ebenso durchweg

die unteren zusammengehiren, muss man aber noch folgende drei
(ll)

371) (y—y)— (r—rp) . - = 0
o) 7) & (L’ 1)) =K

el 5 dy — ()
374) R



284 G. . Sitrauch.

verbinden, d. h. man muss die in 373) angezeigte Integration ausfiihren, und sodann die drei
Bestandtheile r, v, dy eliminiren. Dabei fillt auch dr mit hinweg, und es ergibt sich eine
Gleichung zwischen z, y und dem Integrations-Constanten K. Diese neue Gleichung ist aber
ein einfach singulidres Urintegral zu 358); und dureh dasselbe ist, wegen des Integrations-
Jonstanten K, eine Reihe stetig aufeinander folgender Refractions-Curven dargestellt, von
welchen allen, sobald die urspriinglichen Lichtstrahlen von dem leuchtenden Punkte, dessen
Abscisse = ¢ ist, herkommen, die bestimmt vorgeschriebene Diakaustika § (¢, ) = 0 erzeugt
wird.

Zweite Methode. Zu dem einfach singuliiren Integral kann man aueh mittels der
ersten Stammgleichung gelangen. Man beachte also wiederum, dass die Integrations-Constanten
von x und von y unabhingig sind bei allen sich schneidenden Curven; und wenn man in
dieser engen Beziehung die Gleichung 363) differentiirt, und dabei sich erinnert, dass v
diesmal eine Funetion von x, y, p ist; so bekommt man

(o40) + e—4) . (o + 25 . 7)

dz dy

Ip
375 =
2 ) dJ? (l—A) .

dpv

oo

Dagegen miissen die Integrations-Constanten Funetionen von z sein bei allen Grinz-Curven;;
nnd wenn man in dieser weiteren Beziehung die Gleichung 363) nach allem x differentiirt, so
bekommt man jetzt

d=v v 3 aB
276 g _ D+, (G + - r) L Bee ow
] )) de ~ (2—4) Ao e © e

(_(7-——11) .

“dp dp

. = . . dp . oo . . . o

Damit aber aus 375) und 376) fiir ;ﬁ— zwei ebenformige Ausdriicke sich ergeben kinnen, muss
die Gleichung

dB

o 4+ 9 =20

AT7)
statttinden. Nun folgt aus 362) die Differentialgleichung

. A&, di% 4B __
078) a4 T dp " dd T 0

und wenn man aus den vier Gleichungen 362), 363), 377), 378) die drei Bestandtheile A, B,

db

— eliminirt, so bekommt man endlich
[

379) y+ov.x=4¢()

wo die Form des Ausdruckes ¢ () abhiingig ist von & (A, B) = 0. Hier hat man fiir » noeh
seinen Ausdroek

—(e—9+y.7). 2+ Vi ((e—9p + y';')’ - (147 —((e—9) ~ry ;1})“'4

+ (w—g)+9.0)+p. V2. ((-;—y)*’ +92) - (1+2%) —((e—9) + ¥ . p)

2

zuriickzufiithren, und die sich ergebende Differentialgleichung erster Ordnung zu integriren.
Dadureh gelangt man zu der nimlichen mit x, y, und dem Integrations-Constanten A ver-

sehenen Urgleichung, wie bei der ersten Methode.
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Dritte Methode. Lisst man die Gleichung 361), d. h. die Gleiehung

: dod d
2Q o R/
380) 4 __ S0

gelten, so hat man jetzt cine Differentialgleichung zweiter Ordnung; und man muss eine
solche der ersten Ordnung aufsuchen, von welcher die beiden Gleichungen 358) und 380)
zugleich erfiillt werden. Die hier aufzusuehende Differentialgleichung erster Ordnung wird
aber genau wieder die Gleichung 379) sein, durch deren Integration sich also auch die nim-
liche mit z, y und dem Integrations-Constanten X versehene Urgleichung ergibt, wie hei der
zweiten Methode.

(Man vergleiche die dritte Methode in §. 17, § 18, §. 19.)

Anmerkung. In speeiellen Fillen werden durch die zweite und dritte Methode grosse
Weitliufigkeiten veranlasst; und desshalb sollen die in § 22, §. 23, §& 24 nachfolgende Bei-
spiele nur nach der ersten Methode ausgefiihrt werden.

Ziusatz. Alle hier (§ 21) befindlichen refractorischen Resultate gehen, wenn man
4 = —1 setzt, in die reflexorischen (§. 11) iiber. Alsdann diirfen aber, wic schon (in § 10
und §. 11) auseinander gesetzt ist, bei den Doppelzeichen nur die oberen genommen werden.

g 22

Beispiel 10. Man sucht diejenige Refraetions-Curve, bei welcher die von einem leuchten-
den Punkte herkommenden Lichtstrahlen so gebrochen werden, dass die zugehorige Diakau-
stika die durch die Gleichung

381) Wy ==rhrr
vorgesehriebene semikubische Parabel ist.

Hier ist (nach §. 21) das allgemeine Integral durch die Verdindung der folgenden zwei

(tleichnngen
3S9) B =15. A
und
383) Vie—g) + 4 7 2. V(@—A)P + y—B) =G
oder, was dasselbe ist, durch die Verbindung der folgenden zwei Gleichungen
384) ' =h.p*
und
385) Vie—g) + 5 F 2. V(e—p) + (3—y) =

dargestellt, d. h. jeder einzelne Punkt der vorgesehriebenen Diakaustika y* = /4. * ist ein
Brennpunkt zu irgend einer dieser Curven. Keime einzige derselben ist jedoch im Stande,
von der vorgeschriebenen Diakaustika mehr als einen Punkt zu erzeugen, d. h. keine einzige
derselben ist die gesuchte Refractions-Curve, welehe, als Grinz-Curve der zweiten Ordnung, nur
durch ein einfach singulires Integral dargestellt werden kann. Zu diesem Ende specialisiren
die Gleiehungen 371) und 373) sich diesmal in

156) (=) — (=) - L =0

[}

und

387) l*(v—rg);“* yvF A (7—;) ‘-'(.3/—-1))‘_" =N+ 2 (—,l -4 ff) ¥ (J; + 41)2
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o

Durch die Verbindung der drei Gleichungen 381), 386), 387) Lat man, wegen des Integrations-
Constanten K, eine Reihe stetig aufeinander folgender Refractions-Curven, von welchen allen,
sobald die urspriinglichen Lichtstrahlen von dem lenchtenden Punkte, dessen Abscisse = g
ist, herkommen, die vorgeschriebene Diakaustika y*=~7%.1" erzeugt wird; und weil man
« und y als Functionen von r und y ausdriicken kann, so konnen die Refractions-Curven auch
mittels der Coordinaten der vorgeschriebenen Diakaustika construirt werden.

Auch ist zu bemerken, dass, je nachdem man entweder y und vy, oder y und r auns den
drei Gleichungen 381), 386), 387) eliminirt, im ersten Falle das r, und im zweiten Falle das
y als Funetion von 2 und K erscheint; und somit ist nachgewiesen, dass die Verbindung dieser
drei Gleichungen ein einfach singulires und nicht ein einfach particulires Integral ist.

Zusatz. Alle hier (§. 22) befindlichen refractorischen Resultate gehen, wenn man
4 =—1 setzt, in die reflexorischen (§. 12) iiber. Alsdann diirfen aber bei den Doppelzeichen

nur die oberen gewonnen werden.

8.

23.
Beispiel 11. Man sucht diejenige Refractions-Curve, bei welcher die von einem leuchtenden
Punkte hervorkommenden Lichtstrahlen so gebrochen werden, dass die zugehorige Diakau-

stika die durch die Gleichung
388) y' = 2h. 1

vorgeschriebene konische Parabel ist.
Hier specialisiren sich die Gleichungen 371) und 373) beziiglich in

389) (y—y) — (x—1). - =0

und

e = = , ) : . Va2 4y ) —y+ VR
390) V(e—g) +9° F 2. V(e—r) 4+ (y—y) = N £ 2. (—U~_;—hﬁ L /_, - lgnat lw)

und man kann die gesuchte Refractions-Curve mittels der Coordinaten der vorgeschriebenen
Diakaustika construiren.

Zusatz. Alle hier (§. 23) befindlichen refractorischen Resultate gehen, wenn man
/.= — 1 setzt, in dic reflexorischen (§. 13) iiber. Alsdann diirfen aber bei den Doppel-
zeichen nur die oberen genommen werden.

$. 24.
Beispiel 12. Man sucht diejenige Refractions-Curve, bei weleher die vou einem leuchtenden
Punkte herkommenden Lichtstrahlen so gebrochen werden, dass die zugehtrige Diakaustika
die durch folgende Gleichung ‘
391)

vorgeschriebene Hypokykloide ist.

I

=
L

B
3.

Hier specialisiren sich die Gleichuneen 371) und 373) beziiglich in
=3 )

392) (=) VE + (@—1) ¥y =0
und

V(e—g) + o F4.V(@

J.‘)2 - (y'?/>—~1)>#2 =N + ;_: . " /\ ),’
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-

und man kann die hier gesuchte Refractions-Curve mittels der Coordinaten der vorgeschrie-
benen Diakaustika construiren.

Zmsatz. Alle chier (§. 24) befindlichen refractorischen Resultate gehen, wenn man
. — — 1 setzt, in die reflexorischen (§. 14) itber. Alsdann diirfen aber bei den Doppelzeichen
nur die oberen genommen werden.

NACHTRAG.

1o

S 25.

&

Schon in der Einleitung (§ 1) wurde mittels geometrischer Betrachtung nachgewiesen,
dass einer graden Linie niemals die Eigenschaft einer Brennlinie zukommen kénne. Nun soll
auf analytischem Wege nachgewiesen werden, dass, wenn eine grade Linie als Brennlinie
vorgeschrieben wird, weder cine Reflexions- noch eine Refractions-Curve existirt.

. 26.

/¢

Man sucht diejenige Reflexions-Cuarve, von welcher die Lichtstrahlen so zuriickge worten
werden, dass thr die durch folgende Gleichung

394) y=m.r -+

vorgeschriebene Grade als Katakaustika zukommt.
Wenn man (aus §. 2) fiir yr und py dic Ausdriicke 2) und 3) hier einfiihrt, so bekommnt
man fiir die gesuchte Reflexions-Curve folgende Differentialgleichung zweiter Ordnung

395) y— mae — A + (u—m) . (u—p). :ll—i =0

Erste Auflosung.

Um letztere Gleichung direct zu iutegriren, multiplicire man sie mit du; so setzt sie sich nm in
396) m.dy—mu.de—mx.dv—u.dy + o de + y.du—U. de =0
Man addire die identische Differenz
w.x.de—uw.x. du
s0 bekommt man weiter
397) (m—u) . (dy—uw . de—x . du) + (y—uz—U) . du =0

Diese Gletehung wird integrabel dureh den Multiplicator = denn dabe1 geht sie iiber i

39 8) (m—u) . (dy—u . de — 2, du) + (y—uxe—2) . du — 0
(m—u)?
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Daraus folgt durch Integration

399) - =
oder
400) y— (mA+LA) = (x—A) . u

‘Um nun diese Differentialgleichung erster Ordnung weiter behandeln zu konnen, muss man
unterscheiden, ob die auf die gesuchte Reflexions-Curve auffallenden Lichtstrahlen mit einander
parallel laufen, oder von einem lenchtenden Punkte herkommen.

Erster Fall. Wenn die auf die gesuchte Reflexions-Curve auffallenden Lichtstrahlen
mit einander parallel sind, so muss man (aus §. 2) fiir « den Ausdruck 4) hier einfithren ; und
dabei geht Gleichung 400) iiber in

401) (y—(mA+N) . 1—py) =2 . (@—4) . p

Mit dieser Gleichung verfahre man jetzt weiter, wie mit (Gleichung 20) in § 5; so bekommit

man die Urgleichung

402) Y (y— @A+ N + @—AP =z E

wo A und £ die beiden Integrations-Constanten sind. Setzt man hier ¢ statt 4, so geht letztere

Gleichung iiber

403) +Vy— 01+ 0) + @) =w+ E
oder, wegen Gleichung 394), in

404) +V(y—y) + @—r)} = 2+E
Dadurch sind aber alle jene unendlich vielen Schaaren konischer Parabeln dargestellt,
deren Brennpunkt jeder in der als Katakaustika vorgeschriebenen Graden 394) liegende
Punkt sein kann, und deren Hauptaxen mit den Lichtstrahlen parallel sein miissen. Man ver-
gleiche §. 6. Dort ist auch auseinander gesetzt, dass keine cinzige der hier gefundenen Para-
beln im Stande ist, von der vorgeschricbenen Katakaustika mehr als einen Punkt zu erzeungen,
und dass man, um zu der gesuchten Reflexions-Curve zu gelangen, die Grinz-Curven der

zweiten Ordnung aufsuchen miisse; und wenn man hierzu die (in §. 6 mitgetheilte) erste
Methode anwenden will, so gehen die dortigen zwei Gleichungen 42) und 44) diesmal iiber in

405) (y—y) — (x—1) . m =0
und
406) + 1’/?3/— —-t)?m—f (x—;:)’ =a+ K Fr. V1 m?

Eliminirt man die Differenz (y—y) aus 405) und 406), so bekommt man

+ (ac-v):).l/i +mt =z 4+ K Fr. V1itm®
oder
107) 2 (—12V14m') =K
Eliminirt man ferner den Bestandtheil y aus 394) und 405), so fillt auch r mit hinweg; und

es bleibt nur
108) y=m.zr + 9
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Weil nun bei jeder Elimination des Bestandtheiles y auch r mit hinwegfillt, so ist es unmoglich
zwischen der als Katakaustika vorgeschriebenen Graden und zwischen einer als Reflexious-
Curve gesuchten Curve irgend eine Relation herzustellen.

4 Es existirt also bei parallel auftallenden Lichtstrahlen keine Reflexions-Curve, welcher
eine grade Linie als Katakaustika angehort.®

Zweiter Fall. Wenn die auf die gesuchte Reflexions-Curve auffallenden Lichtstrahlen
von cinem leuchtenden Punkte herkommen, so muss man (aus § 2) fiir « den Ausdruck 5)
einsetzen: und dabei geht Gleichung 400) iiber in

109) (3/ — (. A+ 9()) . ('Zyp + (x—9) . (1—-—]92)) = (x—1). (:2 (x—gq).p —y. (1—])"’))

Mit dieser Gleichung verfahre man jetzt weiter, wie mit Gleichung 155) in § 103 so bekonmt
man die Urgleichung

410) ‘ (‘L—J - ?/ +\/ (/—-(;n _1+§]l)) e (‘l._‘»;);’ —

wo A und & die zwei Integrations-Constanten sind.

Hier miissen beide Radicale als positiv genommen werden, weil, wie i §. 10 und
§. 11 nachgewiesen ist, die konischen Hyperbeln nicht beachtet werden diirfen.

Setzt man x statt 4, so geht letztere Gleichung iiber in

= Vie—gf + 7 +Vl—m . + 0) + @—r) =6

oder, wegen Gleichung 394), in

e

412) Vi{e—y)* + y* + l/(y—l))2 + (x—1) =

Dadurch sind aber alle jene unendlich vielen Schaaven konischer Ellipsen dargestellt,
deren einer Brennpunkt der leuchtende Punkt sein muss, und deren anderer DBrennpunkt
jeder in der als Katakaustika vorgeschriebenen Graden 394) liegende Punkt sein kann. Nun
ist bereits (in §. 11) auscinander gesetzt, dass keine einzige der hier gefundenen Ellipsen im
Stande ist, von der vorgeschrichenen Katakaustika mehr als einen Punkt zu erzeugen, und
dass man, um zur gesuchten Reflexions-Curve zu gelangen, die Grinz-Curve der zweiten
Orduung aufsuchen miisse. Zu diesem Ende gehen die in §. 11 befindlichen zwei Gleichungen
175) und 177) diesmal iiber in

413) (y—Yy) — (x—1) . =0
und

+14) Vie—g) + 5 +V{y—y) + @—p)' = K — . Vit

Eliminirt man die Differenz (y—Y) aus 413) und 414), so bekommt man

Vie—g) + o + (@—1) V14w = K —r. V14+ut
()‘]t%l'
415) Vie—g): + ° + 2. Vi4dmi =K
Eliminirt man ferner den Bestandtheil 1) aus 394) und 413), so fiillt auch ¢ mit hinweg; und
es bleibt nur
416) y =mx + A

Denkschriften der mathem.-naturw. Cl. XX. Bd. Abhandl, v. Nichtmitgliedern. i
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Weil nun bei jeder Elimination des Bestandtheiles y auch das p mit hinwegtillt, so ist es auch
diesmal unméglich, zwisehen der als Katakaustika vorgeschriebenen GGraden und zwischen
einer als Reflexions-Curve gesuchten Curve irgend eine Relation herzustellen.

,Es existirt also auch bei den von einem leuchtenden Punkte herkommenden Licht-
strahlen keine Reflexions-Curve, welcher eine grade Linie als Katakaustika angehort.

Zweite Auflosung.

Man differentiire Gleichung 395) naeh allem z, so bekommt man

dp dx du
in R 9 SR _ ) =
417) (u—m) . (H — o ——u—p). du:) =0
und dieser Gleichung wird geniigt, entweder wenn
dp dx du
9 _ i . R G—

418) - de " du (’Z& P) todu? T 0
oder wenn

419) u—m = 0

Erstens. Lisst man Gleichung 418) gelten, so bekommt man durch Integration
420) (y—DB) = (x—A4) . u

wihrend, damit der vorgelegten Differentialgleichung 395) geniigt wird, zwischen den beiden
Integrations-Constanten 4 und B folgende Relation

421) D=m.A4A+ N
stattfinden muss. Um nun die Differentialgleichung 420) nochmals integriren zu kinnen, muss
man von jetzt an unterscheiden, ob die Lichtstrahlen parallel auf die gesuchte Reflexions-
Curve auffallen, oder von einem leuchtenden Punkte herkommen. Dabei ergibt sich 1 ersten
Falle (nach §. 6)

422) +V(y—DBy + (e—A)y=x + F

und im zweiten Falle ergibt sich (nach §. 11)

% Ve—g) + o+ Vi—DB) + c—A) =G

Man hat hiermit wiederum die vorhin in der ersten Auflssung gefundenen zwei Gleichungen
404) und 412); und diese fithren also auch wiederum zu dem Resultate, dass keine Reflections-
Curve existirt, weleher eine grade Linie als Katakaustika angehirt.

Zweitens. Lisst man die Gleichung 419) gelten, so bekommt man

124) u=m
d. h. « ist constant. Man muss aber vor Allem untersuchen, ob « = m die Diftferentialgleichung
zu einem einfach singuldren Urintegral ist, oder nicht; und zn dicsem Ende eliminire
man 3 ans 420) und 421) so bekommt man

425) y—@m.A4 4+ A= (x—A).u
Diese Gleichung aber reducirt sich, wenn man m statt « setzt, sofort auf

426) y=m.x + A
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Der Integrations-Constante A ist also weggefallen, ohne dass er irgend eine Bestimmung
gefunden hat; und daraus folgt, dass w = m nicht die Differentialgleichung zu einem einfach
singuliiren Integral ist. Somit erkennt man zum zweiten Male, dass keine
Reflexions-Curve existirt, welcher einegrade Linie als Katakaustikaangehirt

27.

on

Man sucht dicjenige Refractions-Curve, von welcher die Lichtstrahlen so gebrochen
werden, dass ihr die durch folgende Gleichung

427) p=m.r 4+ 2A
vorgeschriebene Grade als Diakaustika zukommt.
Wenn man (aus §. 3) fiir r und y die Ausdriicke 9) und 10) hier einfiihrt, so bekommt

man fiir die gesuchte Refractions-Curve folgende Differentialgleichung der zweiten Ordnung

de

428) y—mxr—U—(vdm).(¢+p). =0

Erste Anflosung.

Umn letztere Gleichung direet zu integriren, multiplicire man sie mit e, und sic setzt

sich um 1in
429) m.dy + mv.de + me.dv + v.dy + 0*.de—y.dv +A.dvo =0
Man addire die identische Differenz
v.x.dv—v.2.dv

so bekommt man weiter

430) (+m).(dy +v.de + 2. dv)—(y +ex—A). dv = 0
Diese Gleichung wird integrabel durch den Multiplicator ﬁ7 denn dabei geht sie iiber in
& (24m) . (dy +o.de + z.de) — (y+ox—A) . do
431) e — =0
und daraus folgt durch Integration
2 yter=¥
432) o =4
oder
433) (v — (nd + N) + (—A). 0 =0

Um nun diese Differentialgleichung erster Ordnung weiter behandeln zu kinnen, muss man
unterscheiden, ob dic auf die gesuchte Refractions-Curve auffallenden Lichtstrahlen mit einan-
der parallel laufen, oder von einem leuchtenden Punkt herkommen.

Lrster Fall. Wenn die aut die gesuchte Refractions-Curve auffallenden Lichtstrahlen
mit cinander parallel sind, so muss man (aus § 3) fiir » den Ausdruck 11) hier einfiihren; und
dabei geht Gleichung 433) iiber in

434) (:1:—11) p— (g/——(mA—{—SJ[)) - [(:L—A) + [g/——(mz{ -]—9()) .pl V2 (14-p)—1= 0

mm ¥
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Mit dieser Gleichung verfahire man jetzt weiter, wie mit Gleichung 203) in § 15; so bekommt

7

man die Urgleichung

435) FLVY(y—mA+W) + @—df =2 + £

wo A und E die beiden Integrations-Constanten sind. Setzt man hier r statt 4, so geht letztere
(ileichung iiber in

136) o Vy—p+ ) + @ =2+ E

oder, wegen Gileichung 427) in

437) T2 Vy—yp+a—r)t=a+ E

Alle hierdurch dargestellten unendlich vielen Curven-Schaaren bestehen also (nach der
zu Gleichung 222) in § 16 gemachten Erklirung) entweder aus konischen Ellipsen oder
aus konischen Hyperbeln, je nachdem 2* > 1 oder 2* < 1 ist.

Die [Hauptaxen aller dieser Ellipsen oder Hyperbeln laufen in der Entfernung y =1 mit
der Abscissenaxe parallel; und wenn man die in §. 15 hergestellte Gleichung 206) mit der
hier gefundenen Gleichung 437) vergleicht, so erkennt man, dass, wie sich dort die gebro-
chenen Strahlen in dem vorgeschriebenen Brennpunkte (g, h) concentriren mussten, hier die
gebrochenen Strahlen sich im Brennpunkte (r, y) coneentriren, d. h. jeder einzelne Punkt der
hier als Diakaustika vorgeschriebenen Graden ist ein Brennpunkt zu irgend einer der durch
437) dargestellten Ellipsen und Hyperbeln. Nun ist (ebenfalls in §. 16) auseinander gesetzt,
dass keine einzige der hier gefundenen Ellipsen oder Hyperbeln im Stande ist, von der vor-
geschriebenen Diakaustika mehr als einen Punkt zu erzeugen, und dass man, um zur gesuchten
Refractions-Curve zu gelangen, die Grinz-Curven der zweiten Ordnung aufsuchen miisse; und
wenn man hierzu die (in §. 16 mitgetheilte) erste Methode anwenden will, so gehen die dorti-
gen zwei Gleichungen 227) und 229) diesmal iiber in

438) (y—y) — (x—1) . m =0
und
139) = A l/(y—l))"' +(e—r)f =2+ K £2.r. V1 — w?

Eliminirt man die Differenz (y—1) aus 438) und 439), so bekommt man

I/‘..(.‘z.‘—r).Vl-f—m‘“’:x—{—](i/‘..x.l'l—;nz"’

oder

140) z. (—152.V1+w)=K

Eliminirt man ferner den Bestandtheil y aus 427) und 438), so fillt auch ¢ mit hinweg; und
es bleibt nur

’441) y=m .z + U

Weil nun bei jeder Elimination des Bestandtheiles ¥ auch pr mit hinwegfillt, so ist es unmog-
lich, zwischen der als Diakaustika vorgeschrichenen Graden und zwischen einer als Refrac-
tions-Curve gesuchten Curve irgend eine Abhingigkeit herzustellen.

,Es existirt also bei parallel auffallenden Lichtstrahlen keine Refractions-Curve, welcher
eine grade Linie als Diakaustika zugehort.*
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Zweiter Fall. Wenn die auf die gesuehte Refractions-Curve auffallenden Lichtstrahlen
von einem leuchtenden Punkte herkommen, so muss man (aus §. 3) fiir  den Ausdruck 12)

einfithren; und dabei geht Gleichung 433) {iber in

142) gm'ﬁ—;ll) S p— (}/— (m.A +9[))$ . ((:z:~g) + v . p)

= 3(:—!) + (g/ — (m;l«}—{’l)) . p§ . \/}‘ 7(17+p) . ((_x_:l(]‘)‘i . ;)-—— ((17—_(7) + . ]))

Mit dieser Gleichune verfahre man jetzt weiter, wie mit Gleichune 354) in & 20: so bekommt
o b o > ’

Eh

man die Urgleichung

+43) l/(a'—g)’ -yt F Ak \/(x—zl)” o (g/ — (m;l—'r{’l)f — G

wo A und G die beiden Integrations-Constanten sind. Setzt man p statt 4, so gelt letztere
(+leichung iiber i

H44) Vie—gl +y* 7 2. V@)«Lx.f" +p—m. r+N)=¢

oder, wegen Gleichung 427), in

+49) Va—gf + 4 7 4. V(o—tf + (j—b)* = G

Die hier gefundene Gleichung ist im Allgemeinen eine des vierten Grades, welcher sich aber
auf den zweiten erniedrigt, wenn G = 0.

Vergleicht man die im §. 20 hergestellte Gleichung 356) mit der hier gefundenen Glei-
chung 445), so erkennt man, dass, wie sich dort die gebrochenen Strahlen in dem vorge-
schriebenen Brennpunkte (g, ) concentriren mussten, hier die gebrochenen Strahlen sich im
Brennpunkte (x, ) concentriren, d. h. jeder einzelne Punkt der hier als Diakaustika vorge-
schriedenen Graden 427) ist ein Brennpunkt zu irgend einer der durch 445) dargestellten
Curven. Nun ist bereits (in §. 21) auseinandergesetzt, dass keine einzige der hier gefundenen
Curven im Stande ist, von der vorgeschriebenen Diakaustika mehr als einen Punkt zu erzeugen,
und dass man, um zur gesuchten Refractions-Curve zu gelangen, die Grinz-Curven der zweiten
Ordnung aufsuchen miisse. Zn diesem Ende gehen die in §.21 aufgestellten zwei Gleichungen
371) und 373) diesmal iiber in

446) (y—9) — (2—1) . m =0
und

447 Va9 +y Fr. Va1 g—p)f=K+2.r.V1 + u

1

Eliminirt man die Differenz (y—) aus 446) und 447), so bekommt man

l/(;c_‘—-t(})"’i-yf" ?)\.(x—x).l/lﬁ—m*:Ki.)‘.x.Vl—f—n—z?
oder

448) \/@tg)’ Y Fl.z. V4 m=RK
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Eliminirt man ferner den Bestandtheil y aus 427) und 446), so fallt auch ¢ mit hinweg; und es
bleibt nur

449) y=m.x + A
Weil nun bei jeder Elimination des Bestandtheiles v auch das r mit hinwegfillt, so ist es auch
diesmal unméglich, zwischen der als Diakaustika vorgeschriebenen Graden 427) und zwischen
einer als Refractions-Curve gesuchten Curve irgend eine Relation herznstellen.

,Es existirt also auch bei den von einem leuchtenden Punkte herkommenden Licht-
strahlen keine Refractions-Curve, welcher eine grade Linie als Diakaustika angehirt.«

Zweite Auflosnng,

Man differentiire Gleichung 428) nach allem 2, so bekommt man

4—50) (U+”l).(2+_di.d__( —L])) dz):()

dx dv

und dieser Gleichung wird geniigt, entweder wenn

= 1p 722
2 L 2 &
451) R d" —(o4p) . 7==0
oder wenn
452) v+ m =0

Erstens. Lisst man Gleichung 451) gelten, so bekommt man durch Integration
453) {y—D) + (z—A4) .2 =0

withrend, damit die vorgelegte Differentialgleichung 428) erfiillt wird, zwischen den Integra-
tions-Constanten 4 und B folgende Relation

454) B=m.A+ N

stattfinden muss. Um nun die Differentialgleichung 453) nochmals integriren zu konnen, muss
man von jetzt an unterscheiden, ob die Lichtstrahlen parallel auf die gesuchte Refractions-
Curve aunffallen, oder von cinem leuchtenden Punkte herkommen. Dabei ergibt sich im ersten

Falle (nach §. 16)
155) Fa.Ve—Ay + g—Bf==z+ E

und im zweiten Falle (nach §. 21)

450) Vie—g? + #* F 2. V(e—dA4p + (3—By = (¢
Man hat hiermit wiederum die vorhin in der ersten Auflosung gefundenen zwei Gleichungen
437) und 445); und diese fiihren also auch wiederum zu dem Resultate, dass keine Refrac-
tions-Curve existirt, welcher eine grade Linie als Diakaustika angehort.
Ziweitens. Liasst man die Gleichung 452) gelten, so bekommt man

157) v = —m
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d. h. » ist constant. Man muss aber vor Allem untersuchen, ob » = — m die Differential-
gleichung zu einem einfach singuliren Integral ist, oder nicht; und zu diesem Ende eliminire
man f3 aus 453) und 454), so bekommt man

158) (y — (mA+N) + (@—4) . ¢ =0
Diese Gleichung reducirt sich, wenn man — m statt » einsetzt, sofort auf
459) y=m .z + A

Der Integrations-Constante A ist also weggefallen, ohne dass er irgend cine Bestimmung
gefunden hat; und daraus folgt, dass » = — m nicht die Differentialgleichung zu einem
einfach singuliiren Integral ist. Somit erkennt man zum zweiten Male, dass
keine Refractions-Curve existirt, welcher eine grade Linie als Diakaustika
angechdrt.

Zusatz. Alle hier (§. 27) befindlichen refractorischen Resultate gehen, wenn man
. = — 1 setzt, in die reflexorischen (8. 26) iiber. Aber alsdann diirfen bei den Doppel-
zeichen nur die oberen genommen werden.
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INHALT.

Einleitung. Begriff der Brennlinien, und Eintheilung derselben in katakaustische und diakaustische. Die Brenulinien sind

einliillende Grinz-Curven. Einer graden Linie kann niemals die Eigenschaft einer Brennlinie zukommen. Die
Brennlinien machen keine eigene Gattung von Curven aus, und es kann jede beliebige Curve als Katakaustika
oder als Diakaustika vorgeschrieben, und die zugehdrige Reflexions- oder Refractions-Curve aufgesucht werden.
Kurze Anleitung, zu einer vorgeschriebenen Rcﬂcuons bmve die Katakaustika zu bestimmen. Dazu bedarf es
keiner Jutegration. §.2 . . . . . . . . .
Kurze Anleitung, zu einer vorgeschriebenen l\efractlons Curve die Diakaustika zu bestimmen. Dazu bedarf es
ebenfalls keiner Integration. §. 3 . . . . . . . . . . ... ... L ... ..
Zusatz. Die diakaustischen Resultate gehen alle, sobald man 1= — 1 setzt, in die l\dtakaustlschen iiber .
Vorlinfige Andeutung, wie man zu einer vorgeschriehenen Brennlinie die zugeligrige Reflexions- oder Refractions-
Curve bestimmt. Unterscheidung zwischen einhiillenden und niehteinhiillenden Griinz-Curven. Die Brenn-
linien sind einhiillende, und die Reflexions- und Refractions-Curven sind nichteinhiillende Grinz-Curven. Das
Problem der Brennlinien ist dem Evolutionsproblem analog. Eintheilungsprincip der vorliegenden Abhandlung.
Schluss der E 1nlextung I)le Linfachheit und Allgemeinlieit meiner Lisung deq Problems lidsst nichts zu

wiinsechen fibrig . . . . . L . L L L L L L e e e e e e e e e e e e e e e e e e e
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Erster Abschnift, Bestimmung der Reflexions-Curven fiir parallele Lichtstrahlen. §.5—9 . . . . . . .« . . . . . .

Bestimmung derjenigen Reflexions-Curve, bei welclher dic parallel auf sie auﬁ"allendeu Lichtstrahlen so zuriick-
geworfen werden, dass dic Natakaustika sicli in einem Punkt zusammenzieht. § c o o o 5 6 0 0 o o o
Allgemeine Bestimmung derjenigen Reflexions-Curve, bei welcher die parallel auf sie auffallenden Llchtstra]llen S0
zuriickgeworfen werden, dass il eine bestimmt vorgeschriebene Curve als Katakaustika zukommt. Die gesuchte
lteflexions-Curve ist eine Grinz-Curve, welche durel ein cinfach singulires Integral dargestellt wird. Es gibt drei
verschiedene Methoden zur Herstellung der einfach singuldren Integrale. §.6 . . . . . . . . . . . 5 o o
Beispiel 1. Bestimmung derjenigen Reflexions-Curve, bei welcher die parallel auffallenden Lxchtstrahlen s0
zuriickgeworfen werden, dass die Katakaustika als semikubische Parabel erscheint. §. 7 . . . . . . . . .
Beispicl 2, dass die Katakaustika als konische Parabel erscheint. §.8 . . . . . . . . . . . . . .. .
Beispiel 3, dass die Katakaustika als Kreislinie erscheint. §.9 . . . . + . . « ¢« v v v v o o o« o .

Lweiter Abschnill. Bestimmung der Reflexions-Curven fiir von einem leuchtenden Punkte herkommende Lichtstrahlen,

Bestimmung derjenigen Reflexions-Curve, bei welcher die von einem leuchtenden Punkte herkommenden Licht-
strahlen so zuriickgeworfen werden, dass die Katakaustika sich in einen Punkt zusammenzieht. §. 10 . . . . .
Allgemeine Bestimmung derjenigen Reflexions-Curve, bei welcher die von einem leuchtenden Punkte herkommen-
den Lichtstrahlen so zuriickgeworfen werden, dass ihr eine bestimmt vorgeschriebene Curve als Katakaunstika
zukommt. Dic gesuchte Reflexions-Curve ist eine Griinz-Curve, welche durch ein einfach singuliires Integral darge-
stellt wird. Es gibt drei verschiedene Methoden zar Herstellung der einfach singuliiren Integrale. §. 11 . . . . .
Beispiel 4. Bestimmung derjenigen Reflexions-Curve, bei welcher die von einem leuchtenden Punkte herkommen-
den Lichtstrahlen so zuriickgeworfen werden, dass die Katakaustika als semikubische Parabel erscheint.
Beispiel 5, dass die Katakaustika als konische Parabel erscheint. §. 13 . . . « . . . « . . « o o« o .
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Jeispiel 6, dass die Katakaustika als IIypokykloide erscheint. §. 14 . . . . . . .

Zweite Abtheilung. Bestimmung der Refractions-Curven, wiilirend die I)ml\ausm\n vorgeschrieben ist. §. 15—24 . . . . , .

Lrster Abschnift, Bestimmung der Refractions-Curven fiir parallele Lichtstrahlen. § 15—19 . . + o « o « o . . .

Bestimmung derjenigen Refractions-Curve, bei welcher die parallel auf sie auffallenden Lichtstrahlen so gebrochen
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